THÉORIE 


DES 


FORMES BINATRES 


Digitized by the Internet Archive 
in 2022 with funding from 
Kahle/Austin Foundation 


https://archive.org/details/theoriedesformes0000chev 


THÉORIE 


FORMES BINAIRES 


PAR LE 


Cuev. F. FAÂ DE BRUNO 


DOCTEUR ÈS SCIENCES DE L'UNIVERSITÉ DE PARIS 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE TURIN 


Résumé des lecons faites à l'Université de Turin, 


TURIN 
LIBRAIRIE BRERO sucer pe P. MARIETTI 


11 - Rue du Po - 11 


DÉPÔTS: 


PARIS LONDRES 
LEIPZIG 
GAUTHIER-VILLARS W. H. SMITH and Son 
F. A. BROCKHAUS 
55, Quai des Grands-Augustins, 55. 186, Strand, 186. 


1876. 


DROIT DE TRADUCTION RESERVE 


TURIN — IMPRIMERIE VINCENT BONA 
Rue de l'Hôpital, N. 8. 


ss -P 


HA 
NN 
À 


EN ROME 


La théorie des Imvariants, destinée désormais à 
prendre une place très-importante dans l’Analyse, doit 
son origine à un excellent Mémoire de Booze sur les 
transformations linéaires inséré dans le Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal, 1847. Ce Géo- 
mêtre, dont tous les travaux sont empreints d’autant 
d’origimalité que de pénétration, y avait démontré que, 
si l’on élimime les m variables entre les m dérivées 


successives d’une fonction homogène de degré n à m 


variables æ, y, 3, etc., prises par rapport à ces mêmes 
variables, le résultat de l’élimimation se reproduit, à un 
facteur près, lorsqu’on répétera les mêmes opérations sur 
la fonction susdite, après y avoir préalablement substitué 
de nouvelles variables liées linéairement aux premières. 
Ce beau théorème a été le point de départ d’un grañd 
Mémoire d' 'AyLey, inséré dans le Journal de Crelle, 
tome 30,"*où, par son génie vaste et fécond, 1l à su 
créer toute une on cie branche d'Analyse, en jetant 


nt à 


ainsi les bases de la théorie des fonctions appelées par 
Jui Hyperdéterminants, et maintenant, Invariants. 
Dans ce travail à jamais mémorable, M. Cages fait 
voir que, pour toute fonction d’un degré supérieur à 
3, il existe plusieurs fonctions des coefficients qi 
sent de la même propriété, signalée pour la propane fois 
par Boole sur une seule fonction de ces mêmes coefficients. 
Il y détermine quelles sont les fonctions de ces coeffi- 
cients qui restent indépendantes entre elles, et il trouve 
diverses relations qui lient linéairement les autres fonc- 
tions avec celles-ci. M. SyYLvESTER est venu ensuite, 
et avec cette profondeur qui caractérise tous ses écrits, 
il à ajouté aux précédents un grand nombre de résul- 
tats nouveaux et importants. C’est à lui qu’on, doit 
(à ce que je crois) la découverte des Covariants (*), 
nouvelles fonctions dérivées d’une fonction donnée, dans 
lesquelles les variables et les constantes, transformées 
successivement par des substitutions linéaires faites sur 
la proposée, reproduisent, imdépendamment les unes des 
autres, la même fonction. M. HERMITE, enfin, digne suc- 
cesseur d’Abel et de Jacobi, est venu couronner l’œuvre 
en établissant une loi de réciprocité entre les covariants 
des diverses fonctions, et par là, il à ouvert à cette 
théorie un grand et nouveau champ de recherches. 
Mais ces travaux, qui forment incontestablement 
une des plus-belles gloires de l’Analyse moderne, sont 
malheureusement revêtus de formes si concises et si Sym- 
boliques, ils sont tellement dépourvus de détails et de 


(*) M. Hesse, à la vérité, avait déjà obtenu avant lui une fonction 
(qu'on appelle maintenant l’Hessien) qui jouit de 1 


: a propriété caractéris- 
tique des covariants, 
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démonstrations, et chargés au contraire de nouvelles 
dénominations, que leur lecture, supposant presque déjà 
les notions qu’il s’agit d’acquérir, devient le plus sou- 
vent pénible et difficile. Il en résulte ‘que cette théo- 
rie n'est guêre connue que de leurs auteurs, ce qui 
la rendrait stérile et inutile pour l’avancement de la 
science, si l’on néoligeait de l’exposer avec une clarté 
suffisante. Ce n’est en effet que lorsqu'une vérité est 
devenue accessible au plus grand nombre de personnes: 
qu’on peut vraiment affirmer que la science humaine 
a fait un progrès. D’après ces considérations et sur 
l’mvitation de savants distingués, j’ai cru que ce serait 
rendre un service à la science que de mettre à la 
portée de tous les magnifiques résultats trouvés par 
ces Géomêtres, en simplifiant les théories, et en 
m'appuyant sur les notions les plus communes. Mais, 
ne pouvant pas embrasser toutes ces recherches, mon 
but sera également atteint, si par le peu que je me 
contente d’exposer, je réussis à faire comprendre le 
reste, contenu dans les Mémoires mêmes, et à pré- 
parer les élèves à la lecture des importants travaux 
publiés dans ces derniers temps, en dehors des auteurs 
précités (*), par ARONHOLD, CHRISTOFFEL, BRIOSCHI, 
Berri, CLerscx, etc., et. surtout par M. Gorpaw, 
auquel on doit la limitation du nombre des Cova- 
riants (**). Il serait inutile de réunir dans un seul 


(*) Particulièrement: M. Cayley, qui dans les 8 Memoirs upon Quantics 
a fondé et développé la théorie des covariants. 

{(*t) L'ouvrage était achevé, lorsque j'ai reçu de cet éminent Géomètre 
une lettre bienveillante que je ferai connaître ci-après, 
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corps d'ouvrage les immenses travaux de générali- . 
sation, accomplis par ces auteurs. Il n’y à rien de 
mieux pour le lecteur studieux qui veut avancer que 
de recourir aux sources mêmes, ce qu’il pourra faire 
avec sécurité et avec profit, quand il aura bien appris 
tout ce que j’expose dans cet ouvrage, et en ayant 
ensuite recours à la liste des ouvrages que je donne 
ci aprés. 

J'avais déjà commencé ce travail, il y à plusieurs 
années, quand à paru l'ouvrage de Sazmon. Mais cet 
ouvrage de maître, résumé excellent de plusieurs 
parties de la science, outre celles que j’ai entrepris de 
traiter, ne peut guère servir qu'aux Professeurs déjà 
initiés à cette théorie, et 1l ne rentre pas du tout dans 
le cadre d’un Traité élémentaire, à la portée des com- 
mençants. C’est pourquoi j'espère que le travail actuel 
pourra être encore accueilli d’une part avec faveur par 
le public savant, à cause de la lacune qu’il remplit dans la 
vulgarisation de la science, et-d’autre part avec indul- 
gence parce qu’il ne peut pas tout dire, dans les limites 
étroites où 1l s’est renfermé. | 

Ce qu’il y aura d’ailleurs de nouveau de ma part, 
soit pour les démonstrations, soit pour dé nouvelles 
propriétés, ressortira de la comparaison de mes anciens 
mémoires et de l’ouvrage actuel ave les ouvrages des 
auteurs cités, sans que j’aie la prétention de fixer l’at- 
tention du lecteur sur ce qui m’appartient. 


Erlangen, 29 September 1875. 


Geehrter Herr, 


Ich habe Gelegenheit gehabt, Ihr Buch über die binären 
Formen zu lesen und habe mich sehr darüber gefreut, denn 
ich finde gs wohl geeisnet, den Leser mit der Theorie der 
Invarianten vertraut zu machen. Der Stoff ist durchsichtet 
und übersichtlich geordnet, die Darstellung ist einfach und 
klar, an vielen Stellen elegant. Selbst verständlich kônnen 
die vielen und verschieden Untersuchungen auf dem Gebiete 
der neueren Algebra darin nicht aufgeführt sein, das werde 
zu weit fübhren und dem zwecke des Buches wiedersprechen: 
aber es führt in die Theorie ein und befähigt den Leser die 
ihm sonst nur schwer verständlichen original Arbeiten selbst 
zu studireu. 

Sie haben durch dieses Werk der Wissenschaft einen Dienst 
. geleistet, welchen sie dankbar anerkennen wird, indem Sie 
eine schmerzlich empfundene Lücke ausfüllten. 


Hochachtungswoll und ergebenst 


GoRDAN. 


Monsieur , 


J’ai eu l’occasion de lire votre ouvrage sur les formes binaires, et j'en 
ai été heureux, car je l’ai trouvé bien propre à initier le lecteur à la 
théorie des invariants. Le sujet est bien approfondi et lumineusement 
ordonné, l’exposition en est simple, claire et en plusieurs endroits élé- 
gante, Naturellement, plusieurs recherches qui ont été faites dans le 
champ de l’algèbre moderne ne pouvaient y trouver place; cela vous 
aurait conduit trop loin et n’aurait pas répondu au but de l'ouvrage; 
mais vous introduisez le lecteur dans la théorie et vous le mettez en état 
d’étudier par lui même les mémoires originaux dont, sans cela, la le- 
cture lui eût été difficile. 

Vous avez par cet ouvrage rendu un service à la science dont elle 
vous sera reconnaissante, puisque vous avez rempli une lacune impor- 
tante et regrettable. | 


Votre Dév, Servileur 


GORDAN. 
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CHAPITRE PREMIER 


FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES 


$ 1. 


Détermination des fonctions symétriques 
et leurs propriétés. 


2. Soit l'équation 
[1] Brie na da rh a, —0, 
dont nous désignerons par a,, &,, .....@ les racines. On 
y supposera quelquefois 4, — 1. 

Une fonction donnée des racines est appelée symétrique, 
lorsqu'elle reste la même, quelque échange que l'on opère 
entre les racines. On conçoit facilement que si cette fonction 
est entière, elle pourra généralement être décomposée en 
une somme d’autres fonctions symétriques plus simples, qui 


seront toutes de la forme: 
D'OGETE CE 
[2] P, = 2 4 A...) 


le signe > s'étendant à toutes les combinaisons ! à 7 des 
indices 1, 2, 3, n, et L désignant le nombre des racines qui 


figurent dans chaque terme. Si p—gqg—7—t...—1, on sait que 
: &i 3 Ÿ à Gi 
Z2u———, Zu —+—,... Zum... = (1) —. 
LA % 1 FRE 102 F ( ) a 


Lorsque la fonction @ ne contient qu’une seule racine dans 
chaque terme, c’est-à-dire lorsqu'on a p —X> ® , elle prend le 
nom de somme des puissances semblables des racines, et on 
la désigne par le symbole sy . 


Fa De Bruno — Théorie des formes binaires. 1 


#9 — 

Comme uous allons voir, ces fonctions, qui jouent un grand 
rôle dans l’analyse algébrique, sont douées de propriétés re- 
marquables. 

2. Première propriété. Les sommes des puissances 
semblables des racines s'expriment en fonction entière 
des coefficients. 

On a en effet, pour une somme quelconque S» , Te deux for- 
mules suivantes, dont la seconde est due à Waring: 


a, a, 0 0 sde tte 0 
20 on UM 0 0 
1 34; Ca Ur Un 0 
a #=(i)r 


(D— 1) Gp-1 Gp-2 Gp-3 Ap 4... 
PA» Ap—1 Ap-2 Ap-3...Q 


fs ur DS D a 
[4] CE ES ES a Re 


Où (à) et (P —X — 1) expriment, pour abréger, les produits 
LS NUE 203; D —h—1;k,h,....An étant d’ailleurs 


des nombres der Érre à vérifier a deux équations de 
condition 


KL HA + A + > pe + An =D 
À +2 +3 +... + Ni = D. 


Dans le cas de 4, — 1 la formule [4] devient 


[5] 


M +2 t+..+an 
S=p Ÿ |—1] 1 2 + FA (À, ++... . +An —1) \ 7 DEN 
(XNA SE (in) di . An 
et on trouvera par des calculs très-aisés, 


S —-pa pa. a, va .a.- 
D PA PO ga DO gl RO ga DO 0 DGA +-Da, 3 As 


Pia, at. (—1}a 


Da, _ 0 —2pa, _ LE ep PA 


mars. 


La première formule s'obtient en tirant les valeurs de s, des 
relations connues entre les sommes s et les coefficients, à 
savoir : 


/ USE 1.4; =0, 
Go Sa À Gi Si + 2d: — 0, 
[7] Go Ss GS: + ds +34 —0 (*), 


do Sp + 4 Sp—1—+ A3 Sp—2 +.. . + Pap = 0, 


qu'on trouve en comparant les coefficients d’une même puis- 
sance de æ dans la dérivée de l'équation X — 0, considérée 
comme fonction des coefficients, ou comme fonction des racines. 


Car dans le premier cas, on a 
181 X'=naan-lEin—]1la,an-2 EL... Lan; 
dans le second 


X x 


+ 


T—0: T — Ca T — T— On 


[9] X'= 


Pour démontrer la formule de Waring, nous remarquerons 
que l’équation [9] donne 


(0) Si +i+R ht. +. 


(*) De ces mêmes équations on tire la valeur d’un coefficient exprimé 
en fonction des sommes s., On aura en effet: 


Si 1 0 0 0 
Sà Si 7 0 0 
1279 ia; —=@| ss S> s{ 3, 0 
‘ : i—1 
FN FER TES #1 


ST AN 


: l 
d’où il résulte que s, est le coefficient de en dans le déve- 


loppement de la fonction 


Œa 2 An 
NE pa rare Lo 
O1] a mn A1  @ an " 
on rie ir D Pa le 


: j l 
suivant les puissances ascendantes de nn. En posant z =; la 


série de Taylor nous fournira pour ce coefficient l'expression 


1 


[12] Las = Do 108 (+ ay au +. 


Or, d’après un théorème que nous avons inséré dans les 
Annales de Tortolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément (). 
Étant donnée, en effet, une fonction quelconque æ de la va- 
riable æ liée avec une autre par une équation de la forme 


æ — (y), 


la dérivée d’ordre quelconque mième de la fonction exprimée 
en fonction de la nouvelle variable y sera fournie par l’é- 
quation 

[13] 


Dane (8) (fre) 
ki) (Am) 1 1.2 1.2.3 HAL Sn 

où le signe x s'étend à toutes les valeurs entières et po- 

FIUIVEBIde DIR ER, Re... Rm, qui vérifient les équations 


J=R+R+R+... Lun, 


MR, +R LR +... man, 
(4) désignant, en général, le DIOQUIE EL 20 EE 


(*) Voir à la fin de l’ouvrage pour la démonstration de cette formule. 


D 


Dans le cas actuel, on a 


p—=logx, æ—wv—a+ay+ay +..., 
et en général 
D‘ ve TANT 1 y (9) À À 
RC ee (- =) Wind), A PR 
Il n’y aura donc qu’à faire convenablement ces substitu- 
tions dans la formule [13] et à la multiplier par [— 1 (p—1)] — 
pour retrouver la formule [4]. 
REMARQUE. De l'équation [10] on déduit, en HDian par 
4x et en intégrant 


CRE s 
H+g ta te tyt=—log(1 +ayta +), 
équation qu'on aurait pu tirer immédiatement de ce que si 


f(œ) = (& — 0) (x — 8) (& —T)..... , 


il vient à 


æ a 

og 2? | 110$ ( —+) + log Ü — L) + log (—7)+.. 

REMARQUE. Observons en passant une propriété de ces fonc- 
tions $, qui sera bien utile pour les calculs, à savoir que la 
somme de leurs coefficients est toujours égale à — 1. 

En effet supposons dans la proposée a, —a,;—=4a,;,—=a;=...—1, 
auquel cas $, 5e reduira précisément à cette somme ; la formule 
[12] se transformera dans celle-ci 


228 LL CURE P 100 2 
et Le) 
— ] p 1 ; — ] 
_— SV = | — ], 
= ee A4 sante 


3. Deuxième propriété. La fonction quelconque q peut 
s'exprimer en fonction des Sommes Sp . 
Pour cela, observons qu’on a évidemment 


DIE PT D'CEEYR 
Du, PRET +Xa 3 


Te 
d’où 
p 
[4] Pr = Zi 
Pareillement 
1 ïs par ed PTE 
s, Zu af — Zu & 03 + Zu Ca + x si a ; 


(9 


q 
— S S 
Sy q 


p+q 


d’où 


DST IERET D'PATERTEE 
SU ds = SZ 7 — Zu OU — Zi ; 


et, au moyen de la première, 


[15] ; 

? r = — S S 
Ps 24 a GS 5, Le SE Sp+q s, Soer SQ Sa+r a p+q+r 
On a aussi 


d 


qui, par la précédente, deviendra 


[16] PAS, se S, Se Dre S,. S + Perroé SH 5, S : ) 


F2 Spægr SP SU Te. ) 
Are Son CR . DUT 1 Ne 5 Les 1.2.3. Spiprraet à 
De même, 


DENT STE TRAD 
1171 Ps — DS 01 O2 3 O4 Os 
sen PS Sn s,+> Sa nr 


— ].2. 32 S pq SRES ANS —+1.2.3.4s 


P+q rF+HÉ+0 D+q+r+ +0 > 
en admettant que le signe > s’étende à tous les produits que 


l’on peut obtenir en combinant ensemble, 2 à 2,13.à.9, cie 
les lettres p, q, r, {, v qui figurent dans les indices. 


(*) D’après M. Cayley p:, ps, Pa, Ps, etc., pourraient s'écrire encore 
simplement 


Pa—[pal, p—[parl, pi=[pgril, p:— [parte]. 


re — ; 
En général, on obtiendra: 


[18] Pr — Su”! 72035... — Sr, Zu”! LoiLE 


PS en 
FT 
ao + 71 ail 


l 
FT T Les 
Soie" 2.,. 0 1H7 y; 


d'où il suit qu’en supposant connue la fonction 


FYEA 
Fu Ti Tag 
He HW tue Qu 


le second membre de l'équation précédente sera déterminé ; 
car il n’y aura qu’à changer les indices w,, m,.…. m—1/ res- 
pectivement , en tm, <+m ,...m-1—}", pour cal- 
culer tous les termes qu’il contient. Par la même raison, la 
détermination de @_1 dépendra de m2; celle de m2 de 
pr—3, etc. 

Il suffit donc de connaître les premières fonctions p,, q;, 
P3 Ps P;, que nous avons données ci-dessus, pour en con- 
clure toutes les autres. 

De ces simples considérations et de l'inspection des cas 
particuliers donnés, on peut déduire une formule propre à 
fournir l'expression de æ en fonction des sommes des puis- 
sances semblables des racines. Appelons Xy , An, Ax ,..A , les 
sommes de g, h, R,..t exposants quelconques pris parmi 
les ñ,, mr, ,... m Sous la condition 


[19] Der diner 22m ts 


et désignons par PA PML PEN EN 

DT À 
la somme de tous les produits que l’on aura en combinant 
dans les indices À, 4, x ,.. A tous les g,R,k, ga t eXpo- 
sants choisis g à g, hàh, Rà k, etc., parmi les exposants #. 


re 

# 

Il est clair que æ sera le résultat de l'addition de pareilles 
sommes multipliées chacune par certains coefficients numé- 


riques. 
D'ailleurs, on aura pour chaque terme 


po]  M+hMh+...+h=mtm th... Em); 
car si l’on change les racines a en ka, il faudra que chaque 


terme du second membre gagne le facteur Rrartesst-rte2ee 
dont se trouvera multiplié le premier, ce qui ne pourra pas 
arriver à moins de la condition posée ci-dessus. 

Il nous reste seulement à trouver les coefficients. A cet 
effet j'observe que, d’après [18], si Az _1 est le coefficient de 


Sr den dans la fonction p,_;, 


celui du terme semblable 


ter Li. dans la fonction ®p/, 


sera — (I— 1) A:_1. 


Ce terme est le seul qui ait gagné un exposant à l’indice; 
les autres auront au plus le même nombre d’exposants à l’in- 
dice que les termes de la fonction m1, et en auront con- 
servé les mêmes coefficients numériques. Par la même raison 
tous les termes de m1, auront des coefficients identiques à ceux 
de m:—2, excepté le terme en 


| 


Dr Pre 


1— 1? 
dont l'indice contiendra un exposant de plus que les autres, 
et dont le coefficient sera — (7 — 2) fois celui de 


S 
MT Ta t Ts TI 
dans la fonction p,_». 


En suivant ainsi bien de près la formation des coeflicients, 
On arrivera aux conclusions que voici : 


ÉLUS 


re Les coefficients varient seulement lors de la varia- 
tion du nombre des exposants dans un indice, et, au con- 
traire, ils restent les mêmes tant que ce nombre demeure 
inaltérable ; 

2» Le gain d’un exposant dans un indice qui affecte la 
lettre s et se compose de p — 1 exposants, ne commence à 
se faire que lors du passage de la fonction @p— 1 à la fonction œ- 
Mais comme, dans ce passage, le coefficient acquiert le fac- 
teur — 1 (p — 1), on peut dire que chaque fois que l'indice 
gagne un père exposant de plus, le coefficient gagne aussi 
un facteur (— 1) (p — 1) de plus. 


Il suit de là immédiatement que la lettre s, affectée d’un 
indice composé de p exposants, aura pour coefficient 


(—1}P-l1p—1.p—2.p—3....32.1—(—1)?-1(p—1) 
fois celui de w, —5s,, qui est 1. 


Donc le terme en Sn Say Sang © * * a, 
g 2 
aura pour coefficient (— 1)9—-1+4-l4i1{(g 1) (h—1) ... (i—1) 


et il viendra enfin 


ŒRi] P=X(—1)-7 (g—1) (1-1)... (—1)35,, Sup Sa Sn 


? 


o étant le nombre de groupes g, h, k, ... t dans lesquels 7 a 
été partagé, et (p) désignant comme avant la factorielle 
1.2.3....9. On n’oubliera pas que plusieurs des nombres 
(1 PS ARC peuvent être égaux. Dans ce cas, si ? exposants 
deviennent égaux entre eux, chaque terme exprimé en fonc- 
tion des racines dans le second membre de la formule sera ré- 
pété 1.2.3...2 fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste valeur 
de +, il faudra diviser le second membre par 1.2. 3...5. 
Une fois qu’à l’aide de cette formule on aura exprimé en 
fonction des sommes s, on calculera ces diverses sommes au 
moyen de la formule [4] en fonction des coefficients, et alors 
la fonction æ se trouvera en dernier lieu exprimée par les 


mn l0r 
coefficients de l’équation proposée. Comme les seconds mem- 
bres des formules [3] et [4] sont entiers à une puissance près 
de > ‘il s'ensuit que, en supposant 4, = 1: 
0 
Une fonction quelconque entière et symétrique des racines 
s'exprime par une fonction entière des coefficients. 


A. REMARQUE re. La fonction peut se mettre sous la forme 
d’un déterminant 


D %() op ‘à 


2) D QD 


* 
5 PLACE : (*) 


ete, + = [se Vtelts ee 


en admettant qu'après avoir effectué les opérations on 
change les produits symboliques s,,$s, sens c’est 


() "(9)" tr) p+g+r +. 
à dire, en des facteurs simples SH 1 dont l'indice soit 


égal à la somme des indices. Ainsi on aura: 


SENS 
$ p (») (») 
(p) 
=$ $ — SU US RS Sas Se ne 
se a nt dA(d) ré aura fat En 58 RE ER 


wo % % % 


() Nous avons déjà donné ce theorème l’ 


année 1856 dans une thèse 
soutenue à Paris. : 


Sa “oo %) () %) Se) 9) °(9) (2) %(o) “(») | 
Sp) Ver) V7 Vo] So) So een Sel Sa So Yo | "Sol Sa “(9 “0 
So So Se “wo So So °e Sr) rt) 
‘a oo) |“) %o %) %) ‘) ‘() Cp) So) Sp) 
0 ol Sol “en Se Sol eo a “ol = Sol (o ‘e 
So ‘© * OC Se wo °e Sr) Ÿ) % 


d’où l’on voit que le 3e produit se déduit du second par l’é- 
change des indices get r, et le 4e du 3° par l’échange des in- 
dices 7 et é. 

Ainsi on aura: 


S $ +?2s 


HA) 


-$ SE _- - S 
ol Sp) $, t Sp) Prsin S(p}+t £ ne Hal 


u SA Sp) Sq 5 à Sp) So 2. “ Spÿ+t” 5 à 25 que | 


+2 


Sie SSI SS 
PLOALT 


_ K 7 _ 
ñn q r+t Or g+t 40 


RARE LRU 
et si maintenant on a égard à la règle symbolique admise, 
on retrouvera la valeur [16] de w,. Comme de w, on est passé 
à p, On verrait aisément comment de æ,_, on passerait a œl, 
en suivant généralement la décomposition que nous avons 
faite en déterminants d’un ordre inférieur d’une unité; d’où 
il résulte évidemment qu’il ne peut pas s’ajouter un exposant 
à l’indice sans un changement de signe et sans que le nou- 
veau terme soit multiplié par le nombre (/-1) de détermi- 
nants mineurs qui sont multipliés successivement par les 
symboles S Sp Sp etc. 

REMARQUE 2 . La formule [21] nous conduit à une relation 
intéressante. Elle donne en effet: 


D Do nl ls, 8,3 


c’est à dire 
? g—1 
122] st) D %> 
*g 
œ étant ce que devient æ lorsqu'on y néglige les facteurs 


19 
contenant les exposants qui figurent dans l'indice A4. Ainsi, 


on aura (voir les exemples [17] et [38]) 


ins —"\l,, 22 (Sp RE Sp + q) = 1.2. p, —2 Zu? a1 
dS,+440 


d 
= Zoe — Dai Pi — 54 
4 


car dans ce cas g ne peut avoir que les valeurs 1 et 2. 
Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera 

que deux ou plusieurs des indices AJ, M, etc., seront nu- 

mériquement égaux, il faudra ajouter au second membre de 


la relation [22] autant de termes semblables en 7 D ÉRR CE 


REMARQUE 3°, Si l’on proposait de trouver le nombre de termes 
dans la fonction Sy Say Sax * * * Sa; » CE nombre, en suppo- 


sant g, h,k...4 différents entre eux, sera évidemment 


A LES OR et REV Ut ne 
a: 


car la série des indices dans un terme sera une combinaison 
des exposants pris g à g, suivie d’une combinaison des (1— g) 
exposants différents des premiers et des seconds pris 4 à Æ, 
et ainsi de suite. 

Mais lorsque g' nombres g, h, k, etc., deviendront égaux à g, 
la serie des indices y, A1, ,..,, se trouvera répétée 
1.2.3...9g' fois de trop, et dans ce cas il faudra encore di- 
viser le nombre N par 1.2.3.. . g', pour avoir le nombre 
Correspondant des termes dans la fonction susdite. Supposons 


SN + 0Et 


ainsi g' groupes d’exposants en nombre g, k' groupes d’expo- 
sants en nombre À, etc., dans la série des indices dont la. 
lettre s est affectée, le nombre N sera’ 


(2 
N— —— 
Pi Go GG (y) (4)... () 


sous la condition g'y+Wh+...ti—l. 

Cherchons maintenant ce que devient la formule [21], 
lorsqu'on suppose tous les exposants égaux à #r. 

Alors, comme dans 


> AY S;7 Six a - Sy; 2 
tous les termes se réduiront à 


g! h! C4 


set Se 
gT RkT iT 
cette fonction se réduira elle-même à 


(7) u E 
(gg (A)... @)é (9) (4)... (8) 97 hr TT sr" 


D'ailleurs , comme nous l’avons déjà observé, il faudra, 
dans la même hypothèse, diviser le second membre [21] par 
1:23. 1. On aura donc. 


N TE. PS 
d Le. 


.: ie (g-1)9 (4-1). (GIZ) 9! 7 
nn ) (g)9' MEME (7) (A). (à) 7 Sr De , 


ou 


25] 


sous les conditions 
og +h+...+# et g'g+Wh+...+ii=t. 


APPLICATION. On peut exprimer à l’aide de cette formule 
un coefficient quelconque d’une équation en fonction des. 


tt 


sommes des puissances semblables des racines. Le coefficient 
& en effet d’une équation, en supposant 4, = 0, est égal à 


(—})t Xo, a, . . . 
et si l'on pose #— 1 dans la dernière formule [25] et si nous 
supposons, ce qui est toujours permis, 


Hb 0 n=—2,  —t EUg M, RM a  e 


il viendra 
* Al 
En #2 ee) (8e = (4 
x M)... (h) Lu 2 l 
sous la condition . À +, +.... 1h —=lL. 


On aura, par exemple, 


1 1 ji 1 Â 1 
a, 1= 53 Se 55 5 Sa Ta 83 Tor Se ga 


- REMARQUE 4. La somme des coefficients numériques de mi 
est eh (l), divisée par les fonctionelles [g1, [h], etc., si dans 
la fonction mn il y a g,h, etc.,exposants des racines égaux 
entre eux. 

En effet si l’on pose a, — a, — à, ete., — 1, qi se transfor- 
mera en cette somme, et les s qui figurent dans la formule 
[21], se changeront tous en —]. Par conséquent le signe des 
coefficients deviendra partout (— 1) —7 X (— 1) —(—1}, et 
la valeur de p; ne dépendra que de 7. Or dans cette hypo- 
thèse la fonction p; , en remontant à son origine [18], comme s, 
est nn — — — 1, deviendra p,——{9,,, et px —(— PC 

, d'où enfin 


PET RUE) Ha US ou 


Mais lorsque dans la fonction , il se trouve g exposants — 9, 
À exposants — q, etc., évidemment ces combinaisons se trou- 


-1/12=— +2, (-1$ 


Hot 
vent répétées (A), (g), ..... fois de trop; ainsi il faudra di- 
viser (— 1} (t) par (g}, (A) . ... 
On trouvera, par exemple, que les fonctions 
ZAB, Zafy, Z apr, Zapyo, > aByoepX 


se reduisent respectivement à 


LS 1.2.3 1.2.3.4 (?) 
1.2 


1.2.1.2 (3) (4 


Les formules [4] et [21] cependant, quoiqu'’elles conduisent 
au but désiré, ne cessent pas de donner encore lieu à des 
calculs assez longs. Il en#bst ainsi de toute expression qui 
s'appuie sur les sommes des puissances#emblables des racines. 
Cela dépend de ce que l’on a à tenir compte, dans ces sortes 
d'expressions, d’une multitude de termes qui, finissant né- 
cessairement par s’entredétruire dans le résultat final, ne 
servent qu'à prolonger inutilement les calculs. Supposons, 
pour fixer les idées, qu’on ait à calculer la fonction X a? p#, 
et posons pour un moment a, — 1. 


On aura, d’après ce qui précède, 
2 ER —S, 57, — 5,8, — 28, 5, + 25, 
Sin y, Sala lan Sa O7, 5 304 a — ds, 
s, = a", — 40, a, + 4a, a; + 20°, — 4u,, 
s.—=— 0, + 50°, a, — 54, a?, — 54°, 43 + 541 Qi, + 50 As — Ds, 
et l’on trouvera Zap — — a, a; +34, a, — 54. 


Ainsi, les quatre premiers termes de s., les deux premiers 
de s, et le premier de s,, étant étrangers au résultat, n’ont 
eu d'autre effet que de rendre le calcul plus pénible. Mais 
on peut maintenant éviter l'introduction de ces termes et 
écrire même d’avance la forme littérale de la fonction des 


=-3, (AP 8, ESS +6, (1 = 35 


— ]6 — 

coefficients, qni représente une fonction donnée des racines, 
à l’aide d’un théorème important, dû à M. Cayley et à M. Syl- 
vester, et dont j'ai déjà donné, dans les Annales de Tor- 
tolini (1855), une démonstration extrêmement simple. Voici 
le théorème. 

5. Trosième propriété. La fonclion des coefficients 
qui exprime la fonction des racines 


f Aa 


[271 p — Ya a PS EE ZCa,”"! CRE EE er 


est de degré égal au plus grand des exposants p, q,Tr,.., 
et les indices avec les exposants qui figurent dans chaque 
terme satisfont à l'équation 


[281 M2, Ha... —p+q tr +... somme des exposants. 


Pour le démontrer, nous partirons de cette remarque aussi 
simple que féconde, à savoir, que les coefficients de l’équation 
donnée [1] sont des fonctions linéaires par rapport à une quel- 
conque des racines. En effet, quel que soit &, le coefficient 
ai sera, en général, de la forme 


[29] ai = MO a; + NU), 
MO, NO désignant les fonctions des autres racines, hormis la 


racine @; , choisie arbitrairement parmi les racines a, &, as... 


Par conséquent, si dans la fonction exprimée par rapport 
aux coefficients 


D CAT AT NET 


on remplace les coefficients &,, &,, 4n, par leurs valeurs [29], 
on aura 


[30] 


PR TE PE USE ri) (D) * n 
p—=>aa,"a...—SsC(M + N A a, + nt), 


et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quel- 


conque a; sera la plus grande valeur de la somme des expo- 
sants . 


M+h+h+...+ An ; 


qui devra être égale à la valeur maximum des exposants 
P,4,r,..., que nous appellerons, pour plus de clarté, +. 
D'un autre côté, la somme k +k+k+...4+,, représente 
précisément le degré de la fonction p, considérée par rapport 
aux coefficients ; donc le plus haut degré de ces termes, ou, 
en un mot, le degré de la fonction, sera bien égal au plus 
haut exposant de la fonction donnée des racines. 

L'autre partie du théorème se démontre avec la même fa- 
cilité. Supposons que les racines à, 8, y, ... deviennent res- 
pectivement Aa, kg, ky,...; la fonction @ deviendra @A?+4+r+.…; 
mais en même temps les coefficients de l'équation proposée se 
seront changés en 


TES TT TER 


et ils auront gagné autant de facteurs X qu’il y a d’unités 
dans leurs indices. Par conséquent, chaque terme de la 
fonction æ des coefficients aura gagné le facteur 


Je +2h +3 +...+ NA. 


Il faudra donc bien, pour que l'égalité [27] continue à 
subsister, que l’exposant de X dans le second membre soit 
constant et égal précisément à la somme des exposants des ra- 
cines dans le premier. 

Remarque. La fonction À, + 2x, +34, +...—Lna, c'est- 
à-dire, la somme des produits des exposants par les indices 
des coefficients appartenants à un même terme d’une fonction 
donnée, joue un grand rôle dans l’analyse que nous allons 
exposer, et en général dans tous les développements réels ou 
symboliques des fonctions. Il sera donc convenable, pour 
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rio 
mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, de lui 
assigner un nom spécial. Nous l'appellerons le poids de la 
fonction, et quand ce poids sera constant, nous dirons d’a- 
près M. Cayley que la fonction est ésobarique. Ainsi, dans le 
cas actuel, on dira simplement que la fonction ® des coefli- 
cients est isobarique et de poids p+q+7r+... 

En se rappelant ce que nous avons dit au N. 3, on en con- 
clurait aussi que la fonction æ des sommes s est isobarique 
et de poids p+q+r+... 

Nous appellerons aussi équipollence la propriété dont jouit 
une fonction d’avoir son poids constant, c’est-à-dire, d’être 
isobarique. | 

APPLICATION. Prenons, par exemple, la fonction > 8. Ici, 
le plus grand exposant est tm — 3, et la somme des expo- 
sants p+g—+r+...—4. Donc la fonction des coefficients, 
qui la représente, sera de degré 3, isobarique et de poids 4. 

Donc elle sera de la forme 


Aa°,a, + Ba;a; + Ca?, + Da. 


Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déter- 
miner de plusieurs manières. On peut se servir des sommes 
des puissances semblables, si elles sont connues, en y négli- 
geant tous les termes qui seraient d’un degré supérieur à 3, 
SE on aurait pu le faire dans le cas de la fonction > «?f?y, 
traité ci-dessus, si l’on avait connu le théorème en question. 


On peut encore employer des équations dont les racines soient 
connues. Ainsi, les équations 


D —2—0, x —2% 1 1—0, D°—32° +304 1—0, wt—22 11 —0 
uous auraient fourni les équations de condition 


Ü——2, 4A+C—2, 2A+3B49C—0, D-LA4C——4: 


) 


d’où A1, B=—], ==? 0-1 


nu — 


Si l’on introduisait de nouveau le coefficient a,, alors de- 
viendrait 
l\r ae MUR Ne x 
[31] e=(+) M re 


n 
et l'on pourrait énoncer le théorème précédent sous cette 
forme : 


La fonction ®, par rapport aux coefficients, est, à une 
puissance près de à,, homogène et de degré *, isobarique et 
de poidsp+—q—+r... 

G. REMARQUE. Si au lieu d'exprimer les fonctions des racines 
à l'aide des coefficients on exprimait les combinaisons des 
coefficients à l’aide des fonctions symétriques des racines, on 
trouverait des propriétés analogues ; c’est-à-dire, que Le plus 
grand exposant qui figure dans ces fonctions ne peut pas 
dépasser le nombre des coefficients qui figurent dans la 
combinaison, et que le nombre des racines est au plus égal 
au poids de la combinaison l'). Cela résulte encore de ce que 
les coefficients de l’équation proposée sont des fonctions li- 
néaires par rapport aux racines, Ainsi soit 

PAP RTE PÉREE 

è 
la combinaison donnée. On aura évidemment, en appellant * 
le poids de la combinaison — 1p + 2q + 3r + ...+ 5, 


aias ar LR CA =(—1)7(% a) (Z ao) (Sao) (Zoo. a); 


et comme, au plus dans le développement des produits, chaque 
racine ne pourra se répéter qu'autant de fois qu’elle se trouve 
dans chaque Z, et que d’ailleurs par les mêmes raisons d’au- 
paravant les deux membres doivent être isobariques, il en 
résultera évidemment la propriété énoncée. Ainsi on aura 


+ da = Z Uu 
+ a, = ZX, +27 a, 


(*) Ce théorème est dû à M." Cayley (v. Philosophical Transactions, 
1857); et l’on aurait pû, tout aussi bien, en faire dépendre le théorème 
du N. 5. 


— 4 =2 


Le) 
— A3 = Z dis 
res Aida = > a, ee 3 2 OTTOERSE 
—d,—Y% 0, _ So +6 Z add: 


Qi = 2 dodo 

aa, = 2 dia + 42 amas 

D > dd, | 22 d'aide + 6Z ado, 

RU 20 Le 2 do, + 5 > das, + 12 Z aimasas 

a, = >ot, +43 0%,a, 6% ou, + 12Z dau, + 245 auasa;, 

Ilest aisé aussi de voir que, comme les deux membres doivent 
être isobariques, soit par rapport aux coefficients qu'aux ra- 
cines, il y aura dans chaque groupe d'équations le même 
nombre de combinaisons de racines à droite qu'il y a de 
combinaisons de coefficients à gauche, c’est-à-dire, qu'il y à 
d'équations. Done chaque groupe fournit un système d’équa- 
tions linéaires par rapport aux fonctions æ, propre à déter- 
miner n'importe quelle fonction æ de poids donné. 

Ainsi on pourra tirer de là successivement 
Zaaa——a,, 24,0,——a,a,+3a,, Z——a,+3aas —3a3. 

7%. Si on avait à calculer la fonction symétrique œ (a), @ 
désignant une fonction entière de «à d’un degré quelconque, 


on pourrait se servir du théorème suivant dû à M. Cauchy. 
THÉORÈME. La fonction symétrique Xp (a) étendue à toutes 


les racines de f(x) est égale au coefficient de x” dans le dé- 


; f4 
veloppement de An Aes 
f(x) 
DÉMONSTRATION. En effet de l'équation 
J'(æ) L 


x 1 1 
ni ou alert NPA 
on déduit, en supposant @ (æ)— 0 (x) (x- a) + p (a) 
(*) Quelques-uns l’attribuent à M. Transon (Nouvelles annales de 
Mathém, t.9); mais bien auparavant, en 1826, M. Cauchy dans un magni- 


fique Mémoire inséré dans ses Exercices de Mathématique, l'avait donné 
comme cas particulier de ses formules générales du Calcul des résidus. 


k (æz 
J DE 4 (x) PRIE 


T—a  T—B 


y (x) désignant une fonction entière de æ, d’où résulte évi- 
demment la proposition énoncée. 
Observons en passant que si l’on pose 


p() => 0,a° 


on aura encore d’après la formule [12] 


u 


29 (d=— 30, À D'log (m+ ay... no 


ou bien, en posant 5 —1" 

Zp(a)——log (a +a,v'+a,b?+a,bs +...) 
en supposant toutefois qu'après les opérations, on change 
les exposants en indices, c’est-à-dire b" en lb. 

Ce qui précède suffit pour calculer avec assez de facilité n’im- 
porte quelle fonction symétrique des racines. Et Meÿerhirsch 
(V. Sammlung von Aufgaben aus den Theorie der algebrai- 
schen Gleichungen), avec moins encore de ressources avait 
déjà en 1809 calculé toutes les fonctions symétriques jusqu’au 
dixième ordre. Mais depuis quelques années, grâce aux tra- 
vaux surtout de Cayley et Brioschi, nous possédons des 
moyens plus prompts et plus sûrs pour arriver au résultat, 
moyens fondés sur des propriétés nouvelles des fonctions sy- 
métriques que nous nous proposons d'exposer. 


a ——— 


y es 


$ II. 


Dérivées partielles des fonctions symétriques 


par rapport aux racines et aux coefficients. 


S. Les dérivées partielles d'une fonction symétrique prises 
par rapport aux racines ou par rapport aux coefficients ou 
par rapport aux sommes s ont entr'elles des relations remar- 
quables, qui jouent un grand role dans leur étude, et cons- 
tituent autant de propriétés des fonctions symétriques que 
nous allons successivement démontrer. 

Quatrième propriété. La fonction æ envisagée succes- 
sivement comme fonction des coefficients et comme fonction 
des sommes s satisfait à l'équation aux dérivées partielles. 


ap TT R pu. : dp , d 
32 + a; LEE: FLE 
[ ] da, TN ET da xl PE ah -r da, Tr? era. 


DÉMOXSTRATION. On a effectivement 


[33] do _de du, de das | de da; do. an, 
ds. da ds. da, ds ‘das ds T°‘ T da ds? 
u ” : & 112 LA 
34 da; __ da; du | d&: du , , da; da, 
ds. dan ds du ds "UHR at 
1 r n° r 
D'ailleurs, 
“da, 
[35] —— | 


en ù is 
da, (Gites a ta, So + ao tar js 


on. Es 


da. 
t , . ne . . 
car — se réduit au coefficient de æ* — ? dans l’équation 


da, Con. 


multiplié par — 1, produit marqué par le second membre (*). 


Au moyen de cette dernière équation, il viendra 


Eau da, dy da, r—1 k i—1 da, 
Las 2, Dirt) SrPRULT LAS a, 2 ds +2 ds 
r r T T ie 
le signe ZX s'étendant à toutes les valeurs entières de À depuis 1 
jusqu’à n; ou bien, en faisant les sommes indiquées, 


da; dsy , 1 ds: ue 145; 
Rs ds To Tr pd ds. +. one 
de là on tire évidemment 

da. 1 ES 1 da. . 
[35] ds T Br l ds. " F ds. » 
| pour i>r | Dour 7 pour {À <7. 


En ayant égard à ces valeurs, la [33] deviendra précisé- 
ment la [32], qu'il s'agissait de démontrer. 

REMARQUE. De l’équation [35] on tire cette autre qui nous 
sera utile dans la suite: 


_ 
Le a* 


[36] ee À, ni) pra 0,9, 


da. 


. 2 . . . t 
(*) Les coefficients a étant linéaires par rapport aux racines, FES 
a 
l 
représente le coefficient a. privé dela racine a,ou la combinaison i — ] 
0 


à1—1 des racines excepté la a, c’est-à-dire, le coefficient de HOUR 
Dar 
Dr 


— — ] dans l'équation = 


n—1 , X 
—" , multiplié par Ré 0. 
l 


= 
En effet on a en vertu de l'équation citée, en la multipliant 


par œ, et en sommant pour toutes les valeurs de l'indice /, 


d&i a" ki h+2 h+1-2 h+i-1 
Tr Fe a,,% +a ss Past He Pan ONE 


dont le second membre est identique avec celui de l'équation 
précédente. 

9. Cinquième propriété. Zn désignant par p la somme 
des exposants des racines dans la fonction D'OR > 


0 a, 24 343. . . Pap 
dp 
ire Ï &; a GS 
do 
on 
\ sr 0 l &, as 
dp 
_ 
[371 »p =| ds 0 L AS rs 
| 
do | 
Pas, 0 0 PRE | | 


DÉMONSTRATION. Par suite de l'équipollence de la fonction P; 
on à 


E dp dp | 
[38] Um @g +-..+a ie En 


no. 


et l'équation [32], en y faisant successivement r —1, 2, 3,...p, 
nous donne les équations suivantes 


da F @ das | TT Ap Tr 0, 
dp | — a do + o dP 0 
p— 2 , 
[39] da: da d$à 
dœp do 
| da nr TUE 
ap dœp 


dp 
De le da, de ces équations et de 


la [38], on obtiendra la formule [371]. 

Cette formule n’est que l'équation [21] sous une autre 
forme. Ainsi, elle n’est pas plus propre à faciliter les calculs 
des fonctions symétriques. Au contraire, la relation [32] et 
ses semblables, qu’on en déduira en faisant varier l'indice, 
peuvent utilement servir à déterminer les coefficients numé- 
riques de la fonction æ, une fois que sa forme littérale aura 
été écrite d’après la quatrième propriété. Nous empruntons à 
ce sujet un exemple au mémoire de M. Brioschi(*}, à qui l’on 
doit les deux théorèmes ci-dessus. 

APPLICATION. Soit à calculer la fonction = ZX uï, a°, a, 
en fonction des coefficients. La forme littérale sera: 


p—Aa a, +Baa,+Caa,a,+Daa--Eu,a;+Fa,aas+ 
Ga,a,a,+la,a’,a,;+Ha,a;+Ka’,a,;+La,a.+Ma,a.,+Na?,+-Pa,. 


L'expression en termes des sommes $s est d’abord 


En éliminant 


P— 548384 — Sy — 8285 — 5187 + 283; 
d’où 
dp 


do 2 CA) à 
= 4 ne 3 — RL > 0: 
pe 29m. PREND O > di ds: > di 5; 


(*) Annales de Tortolini - Rome 1854. 


fonctions que nous supposons connues d'avance. Alors les 


équations que l’on déduira de la [32], à savoir : 


dœp 
das a ge M a, V' a, PE +3 = ? 


ae à PSE — 
da RER | 


ap dp dp |, 49 
Fran ‘da En 7. PO 2x. 
dœp dœ 0, 
No ie, pr = 
rs he = Je 


fourniront les équations de condition entre les coefficients 
_ indéterminés A, B, C, ... propres à les déterminer. En pro- 
fitant ainsi de ces relations et des tables, page 27e 28, on aura 
les équations 


A+C—3—0, 2D+G+B+3—0, ItK+F+9—0, 
2MILLH—1]15=0, GH2NHE—3—0, L+P+15—0, 
BP 0 PR 0 

d'où A—4, B——9,C——1, D——?2, E—9, F—— 10, 
G=10, INT K=OMTI M NN SP = 10) 
1@. C’est à l’aide desdiverses méthodes,que nous avons expo- 
sées jusqu'ici que nous avons calculé, déjà en partie en 1856, 


les valeurs de quelques fonctions symétriques, que nous réu- 
MSSONS ici dans deux tables pour l'avantage des lecteurs. 


EC ie 


Table des fonctions s pour les dix premiers degrés 
(on suppose & — 1). 
= 0 
Sa — d?, — 24, 
Ss — — af, + 3a, a, — 3a, 
S,—= Q', — 4a°, a, + 4a, a; — 4a, + 2a?,, 
S, — à, + Sa, a!, + 5a,a, — 5a.,a?, — 5a,a?, + 5a, as — 5a; ; 
Se — Q°, — 64, a; + 6a°, a; — 6a?, a, — 124, a, a, + 6a, a, 
— 6a, as — 6a, + 9a?, a*, — 20, + 3a?,, 
8, —=— a7, La, a, — 14aÿ, a, + Ta, af, — at, a, 
—+ ?21a?, a, a; — Ta, a; — Ta, a?, + Ta, a, —14da, a, a, 
- Ta, a, — Ta, a; + Ta, a; + Ta, a; — Ta;. 
S3 —= 0, — 8af, a, + 20a', a°, — 16a?, af, + 2a', + 8aÿ, a, 
— 324%, a, a, + Aa, a, a, +12a,a,—8a,a,—8a,a, 
+240, a,a,—S8Sa?, a; — 164, a,a,+4a,+ 8a,a, 
— l6a,a, a; +8Sa,a;—8a,a,+8a,a,+8a,a; —84 , 
di JA. 2idu0: Lot di Jdid, 
— Ja, a, + 45a', a, a, — 54a, a?, a; + 9a°, a, 
— 184, a°, — 27a, a, a°, — 3 a, +9 a, a; — 36a°,a, a, 
+ 27a,a,a,+2Ta,a,;a, — 18a, a, a, —9a,a,— 9a,a; 
+ 27a?, a, a, — 947, a; — 18a, a, a; + 9a, a; +9a*, a, 
— 18a,a,a, + Ja,a; — Ja?,a; + 9a,a, +9 aa; —9a;, 
s,0 = di — 10af, a, +354, a?, — 50a*, a°, + 25a?, af, — 20, 
1047, a; — 60 a, a, az + 100 a, as 4; — 404, aa ds 
LL 25at, a?, — 604, a, a?, + 1547, a?, + 10a, a, — 10af, a, 
— 50a!,a,a,—60a,a?,a,+10a’, a, —40a*,a,a,+604,a,4:4, 
— 10a?, a, + 15a?, a?, — 104, a?, + 10a, a, — 40af, a, a; 
LL 30a, a°, a; + 304", a, a; — 204, a, a; — 204, &; &s + ba?, 
— 10af, a, + 30a?, a, a; — 10a*, a; — 20a, a, a; + 104, a; 
+ 10a$, a; — 204, a, a, + 10a, a, — 10a”, a, + 10a, a, 
+ 104, a; — 104,,. 


DO 
Table de quelques fonctions symétriques les plus simples 
(on suppose & = 1). 
Za8——a,a, +34; 
Sopra, —4a, 
Zap = a?,— 2a,a; + 2a,, 


Sa —a?,a, — aa — 207, + 4a,. 


Za8—— 4,0", +2a7,a, + 4,4, — 544, +54, 
Satp—— aa, +a,a,+3a,a, — 54,43 — aj4, +54, 
Z apr —— 00, 134,4, — 50%, 

Z apr ——a,0, +200, + au, —54s, 

Z pro ——a,a, +50. 


Sais —a,a, —2a,-Aa,a,a,—2a,a, —3a?,+2a,4a,; +244; 
ad 6a;a; + 64, | 
Zopr—aa.a, —3a,+4a,a,—3a,a,+7a,a; —124;, 
Zap — a, —3a,a,a,—+3a*,a,—3a,a,; +30, —3a,a,+3a,. 
Zatp——a,a,+3aa,t,+asd", — 34,0", — 50,4, +-24;4aa 
+ 7a.a?, + 5a,a, —"Tasa, —Ta;a; + 7a;, 
Z pt ——a°,a,2a,a,a, -2a,d,+a,a,-3a,a3|7a,4,-7a;, 
Zoo By——aaa?,t2a,a?,+at,a, + 3a,a°,—8a,a,a,— 3a;a?, 


—+-?a,a;+ 4a,a, + 8a,a, — 14a;. 


| Zatpr—af,a; —3a,4,a+-30°, 120,4, —a,0",— 6a5+-aiûs, 
\ 


[ ZaB—a?,a, —2ai, —3a,a,a, +6aça,a, +3a*,a*,+-3a,a“, 
—9a,a,d”,—7a,a,-3a,a,;+8a,a,+aasa; + aa 
—+8a?,a, —da,+-Ta,a;—8a,a, —8a'a, +8as. 


2R2w252 — 2 $ 
Z APN 8 — a°,—2a,a, aa, — 2a,a, —204. 


— 20— 


11. Sixième propriété, La fonction ®p considérée comme 
fonction des sommes s satisfait à l'équation aux dérivées 
partielles. 


d 
[40] PESTE Las, +35, 7 +06, à 


Multiplions en effet les équations [39] respectivement par 


Su Sa5+..8, et ajoutons-les à l'équation [38], il viendra 
dp ap dp ap 
(a +5) da; Faataisi Sa7a; a mt ds +2, “Pa on de 


et en ayant égard aux équations [7] et [38] on trouvera l’é- 
quation [40], qui prouverait l’équipollence de la fonction par 
rapport aux fonctions s, en partant de celle par rapport aux 
coefficients a, si on ne l’avait pas déjà démontrée directe- 
ment N. 3. 

42. Septième propriété. La fonction ® considérée 
comme fonction des racines et des coefficients satisfait à 
l'équation aux dérivées partielles. 


(AIS dp "es , 
41] mn ere L (D à DE + an se. 


DÉMONSTRATION. En effet puisque 


dp_dpdu do ho ser Pan e 
CAR ve d&i d a; & Ga d a; à &3 d à; Lu day d a; ? 


en vertu de l'équation [35] on aura en général: 


CA) do dp 
= + (a + do d, ) Frot a rreen 
n—1\ do 
L(ae, de 0 +, en 1 


Par suiteet par les relations [7] en faisant varier & deoàn: 


dp_, dv LE FACE 
Die ta Ur 1) ja re SE ur n—17a, 


EE 


CoroLLAIRE. En posant comme avant 


(Gr) = BTE ete 
on aurait 
dp Da 29 TRE 
n on 1) GT nn Te dns da, 


D — v —1 Là L 4 
pou re ot p Y...—TZ> a BY 


ExsmPze. Comme vérification soit 


p— > B— a, a, — à, da; — 20, + 44a,; 


on aura dans ce cas n—4, p—3, q—=1 
d ap 
rm , da — 1 ; 
À Pa dœp 
10 = di 4a; 3 TA à 
Saba 0 ro ii 0, 


et on trouvera: 


dp ap dœp dp __ F Se : 
La + 3 da L'ae + a; Ta = 90°, OU GS 


mais en même temps le second membre deviendra 


d 
D. —=—3ZOB—3Z70——3|(3a,— a,a3) — a, Ba; —3a;] 


3 (— 0°, +20, a.) —=3a,—64,a. 


Comme on voit ce théorème permettra de calculer une 
fonction symétrique donnée, lorsqu'on suppose connues les 
fonctions symétriques d’ordre moindre. 

#3. On peut arriver à la même équation [41] autrement. 
On trouve aisément en vertu de l'équation f(x) =0 


da; l n—r 
42 — = — —— 0, 
l ] da, J' (ai) s : 
où 7 peut avoir toutes les valeurs, 1, 2, 3... n. 


Si on multiplie successivement toutes les équations qui pro- 
viennent de ces diverses valeurs de x par 


MARRANT) UNE 7, 
il viendra l'équation 
[43] 
da da; 1 
pen on ja D Hn— Ja: . se 0: 


ee d - +. : 
Multiplions-la par successivement en donnant à & les di- 
a 


verses valeurs ci-dessus, il viendra comme avant: (‘) 


dp + de ; 
Ua L(n ler ee ant E = (ht 


(*) On peut raisonner encore plus simplement ainsi. 
Si l’on change x en x + h, et si on développe la fonction o selon les 
puissances de h, @ se change en 


dp 
i 
D'autre part les coefficients de l'équation proposée a, a2, &3 . . . .. 
seront devenus respectivement 
A—=aœ+nh 
n (n — 
A=@+(n—ljar + 1 9 


A3 — G3 + (n — À) 3 h + . 


1) 


R+. 


De sorte que si l’on développe la nouvelle fonction (A; A:3...A,) 
exprimée en fonction des coefficients de l'équation proposée, on aura 


M dœ do dœ dp 
(As, A2, À, ) =p+ re +(n—1) rm ere NL 


n 
En comparant les deux expressions de la transformée de æ et en éga- 
lant les coefficients de À, ou retrouvera l'équation [41]. 
Si les coefficients avaient la forme binomiale, alors l'équation [41] de- 
viendrait : 


dp dœ do dœp d 
TR M M un code 


—_ 9 — 
44. Cette même équation [43] nous amène à une autre pro- 
priété intéressante des sommes des puissances semblables des 


racines. 
Multiplions-la en effet par diet faisons l’addition de toutes 


les équations qui en résultent, il viendra: 


dSr Sr : à 
[44] 7 1 Le LE PER .+a . _ RE 
relation élégante qui fera connaître immédiatement s, d’a- 
prés se, 0) 
%5. De la relation [32] 


4 |, 
n—T Lan dSr 


on peut encore déduire d’autres propriétés intéressantes de 
la fonction ©. Ainsion obtient, en la multipliant par s. et puis 


en échangeant r et ten r +1, +1 .....et en ajoutant 
les équations jusqu'à +n —7 
[45] 

HÉLNEE Le PRE à Las hp see 

î Gr ( i+1 (S i +2 î +1 2 Er EL 


dp 
FT (Sn 11 di 8; En—r—1l ‘ie FE 4 Enr Fr = 


us de | +. dp 
si Lrs. Sr MARUS i+1 _ OL dSn 


in—Tr dSn 


Si on y suppose ?—0 au moyen des équations [7] il viendra : 


dp dp 
[46] Hoye + (n—1)a, nn rare .Lra 


LAS 4 n. 


. 4p | 
d ds» Gap Etre de dam n—r Sn ze | 


(*) Il suffirait du reste de faire p=—$; dans l'équation [41]. 


ur 


De l'équation [45] en posant i—7—1 on déduit encore 


dp dp d 
dm TG +, Ts +2 ss DNS, PE 


ce qui exprime l’équipollence de la fonction par rapport aux 
coefficients et par rapport aux fonctions s, comme nous avons 
déjà appris (N. 11). 

Posons 7 —1 dans l'équation [46]; il viendra 
Bel 


SRE es dp 
e on 7 [no +08, Hans PE 


Lorsque æ—s,, tous le termes du second membre dispa- 
à . s ; 
raissent, excepté LAS et on retombe sur l’équation [44]. 
5 
415. Huitième propriété, La fonction satisfait à l’é- 


quation aux dérivées partielles 


idp dp do 
LAURE hi +x, +: D 7 RE 


où À, désigne généralement la fonction 


da j 
Mr=2r M —— (Spin t Ga Sie te. 0, S,). 


DÉMONSTRATION. On a, en effet, 


dax da da, da doux dar 

Lt na 2 LES AE ET RER il, 
das dax du dax dan do 

dax LOUE CCS LEE 
da du da: du Te di 


Donnons à l'indice Z toutes les valeurs 1, 2, 3,...,n dans 
cette dernière équation, en la multipliant successivement par 


Fa pe Bruno — Théorie des formes binaires. 3 


4 


= ve 


FE PAPER RE a, et sommons. Alors, en ayant égard à 


la première de ces équations, il viendra 


dax 


dax - das d dû RS 
2 ai “ce Zu 10 0. Pen. 


‘da du 


Mais alone 


[50] 
D PNR SAT SE SE À ide 
Zi Go ÿ T7. de = (St a Siers TT Du 28) — À, , 


comme on peut le voir par l’équation [36] 
En substituant, on aura 


dx ; 
EU * Mai, Et. RE of 0, 
équation importante trouvée par Raabe (). 

Multiplions maintenant cette équation par de . et sommons 
toutes les équations que l’on obtient en faisant varier l’indice 
de 4=1 à k=—n; il viendra l'équation susdite [49], e 
observant seulement que 

dæ dax d 


dax da dai 


Lorsque = 1, on aura, en supposant que p soit le poids 
de la fonction ®, 


d 
PP — À, 1 œ Ma = See + in ee 0, 
et comme 
EE (s + GS TR RE Sera, 
il viendra 
pp a, P +20, Tien «na Le 


ñn Fa 
ce que l’on savait RÉ 


(*) Journal de Crelle, Tome 48. 


Su 
Pour ?—0, on a 
dr (St MS,g tea, 81 + na, )=—{(n—r+1)a,, 
et l’on retrouve l'équation 


dp _, dp dp ar. 
7 RUN , pr ra ie, RU Age DD RE 


Pour 4—2, il vient 


‘ 2 dp ,_ | 2e ; 
[52] >a AA bre, 4 + ( (“+1)a &. 1] 7 b 
car | se 
hy=— (St, tds, Te. +4, 18)=a,S + (ra, 


ExEMPLE. En posant p—X> df——4a,—+3a,, on aura 
par la [52] L. 
25 08 +2 > ap — 
(—a?,+2a Se a, +3a Haies as +44 ve 
1 2 d& 4 72 3 dû 1773 4 d 
—?(a°,a,—a,a; —20?, À-4a,) +2 (a, —2a,a,4-2a ), 


et les valeurs entre parenthèses sont précisement les valeurs 

de > of, ZX op?. ‘a 
En posant :— 0 dans l'équation [51], on retrouve l’équa- 

tion [43] | 


dax dax do 
agraire —?) \ re A SE TT Goa Tane +10, 


et, si l’on pose = + w, il vient 
as Le RE 
LES (n—1) a, Tone . _. di Fr + 
Mais cette équation, en vertu de [40], revient à celle-ci: 


DHL. + 


De 
donc w sera une fonction des différences des racines. De là 


résulte cette propriété élégante, que toute racine d’une équa- 
tion exprimée en fonction des coefficients aura la forme 


—4 , ne 1 
si —- une fonction des différences des racines. 


6. Après avoir exposé les principales propriétés dont jouis- 
sent les fonctions symétriques, nous dirons encore quelques 
mots sur une méthode donnée en peu de lignes par Gauss 
dans les Annales de Güttingue, 1816, et à laquelle on peut 
avoir encore recours pour calculer les fonctions symétriques, 
méthode que nous avons été invités à faire connaître. Si à 
l'heure qu’il est elle n’est plus aussi utile que les autres que 
nous avons exposées au point de vue de la rapidité des calculs, 
elle servira du moins pour l’histoire de la science. 

Observons d’après lui que, en supposant, ce qui est toujours 
possible, p>g>r>..., on pourra de la fonction > B{#"... 
soustraire un produit des coefficients de l’équation proposée 
tel que dans la différence les racines n’existent plus à la puis- 
sance p. Il suffira à cet effet de prendre le produit a! “as "as". 
. En effet on a, au signe près, 


S 


rs DT RQ | ASOR GB. 


et par conséquent, comme dans ce produit, une fois développé, 
se trouvera évidemment comprise la fonction proposée >a/ By"... 
il s'ensuit qu’on aura réduit cette fonction à une autre d'ordre 
moindre. En opérant sur la différence comme avant, on ré- 
duira encore celle-ci à un 6rdre moindre. On finira ainsi par 
tomber sur des fonctions symétriques linéaires par rapport à 
chaque racine, qui seront les coefficients mêmes @,, 2 gps 
et alors il sera facile de trouver la valeur de 3 «824... 
Exempre. Soit > œfy la fonction proposée. Le produit 


He 


: CN RER 2 : 
cherché sera a, &, 4, — à; &,; et on aura aisément et suc- 


cessivement les équations suivantes 


ZE apr — (2 a) X afy — — [32 apyd + 25 a°B?y + 2 X aByde] (*), 
ZE Œ'Byd — X a Z apyd — — Hapybe, 
ZE ap°y — ZX ap Z apy — — (3 Z dByd + 10 apyde). 


De ces équations on tire tout à la fois 
Zopro——aa;+5a,, ZAPY——4aa,+ 344 — 54%, 
et enfin 


Z Br ——a°,a,—+2a,a, + aa, — a. 


(*) Nous bornons les calculs à afybe, puisque nous savons maintenant, 
ce qu’on ignorait au temps de Gauss, que le poids est 5. 


A/© 


$ III. 


Fonction génératrice de Borchardt. 


A7. Taéorème De BorcHarpr. La fonction symétrique 


1 
P Pa ,? p 
142 3 ñn 
2041" HER 


où OU , La s Cas :- - FO 


sont les racines de l'équation * 


(1] fla) = aan Han +... + a —0, 
est le coefficient du terme 


-(P,+1), -(pat 1) (Py+1) 
CHLORURE 
dans le développement, suivant les puissances décroissantes, 
de l'expression 
à 
[2] 


4 snfté tés). Jtén) MAR TÉL AS 
ae D DD it 


La 
OU DATE TT (tte ie on entend le produit de toutes 
les différences des quantités t. 


Ce théorème est la conséquence d’un autre que nous al- 
lons démontrer. 


1S, THéorkMe. Si l’on pose 


on 1 q l 
ES] T=Y Li do En — On ; 
1 al 1! : 1 
(é— œ)? (ér—o) (os) 7" (£1—an)? 
] A} il 1} 
(é— où) (éro) (éme: (Éa—0n)? 
AMD 1 1 l ]l ; 
(és— up ‘(of (lacs) "| ({3— an)? 
IA 1 l l 
(Ën—@4)? (Ën—02)? (fn —03) À (Ën—0Qn)? 
l 1 1 l 
L—0 Li—0 Li—0s Se ly—0n 
1 1 1 1 
La—0 La—0 >—02 Dr ne l3—0On 
[5] = il il il il = 
Ég—O4 da ds 3—0On 
L ]l 1 il 
ni Un 0 n— 03 + + 0 Én—0n 
on aura 
[6] DA 


DÉMONSTRATION. Il est d’abord évident que le dénominateur 
commun des deux membres de cette équation est 


N° A6) (be) (be) AE, )P. 


Ensuite il est aisé de remarquer que les deux déterminants 
D et À sont tous deux divisibles par les produits 
TT (4 los las..., t,) ss (4 — la) (lie L) on (TES t) 


TT (a, ss a, HET a) —(d,— ©.) (dy — “) S'y (re a). 


26 40 = 


Car par l’une quelconque des hypothèses 


tt, He 


les deux déterminants s’annulent. 
C’est-ce qui se voit aussi directement; car on à 


A Cm Tnt 
(é— 0) (É1—0)* (é — ou) (éi— 02) 

1 1 1 
he = © 
bi— di Li —0 É )T, — @) (1 — 0) ; 
il 1 2 —É1—à 


? 


(é1— a)? ci (éa— ui)? Fa (és a ta) (éi— )? (éa— ui)? 


1 L 1 
— (f — t;) 


di— 0 ee L— 0 & (li — a) (la — ou) : 


Ainsi, comme, d’après un théorème connu, le déterminant 
_ne change pas quand une colonne ou une ligne devient égale à 
la somme ou à la différence de deux colonnes ou de deux lignes, 
il s'ensuit que les différences quelconques, d—0,; ê= l; en- 
treront en facteur dans les deux déterminants. Ainsi D sera 
généralement de la forme 

D=*, M=TT (6, 4, d,... 1) TT (ou, 0, .... 0) M, 
M' désignant une fonction des # et des « à déterminer. 


Pour se rendre compte de la forme de M’, considérons le 
cas spécial de n = 3.9 


(*) La démonstration qui suit est due à M. Cayley. 


NA 


On aura alors 


ï d ] 
(ti — a)? (li — 8}? (4 —Y} 
ne 1 1 1 PR: 
(É— 0)? (É—B} (avi | — N°? 
1 ] 1 


en posant 
N—{(E—a) (8) (E—Y) (ée—0)(é3—8) (be )(és—0) (és—8) (és —). 


Évidemment M est une fonction rationnelle et entière de 
degré 12 de é,,£,, {, @,8,Y prises ensemble, et de degré 4 par 
rapport à chacune de ces quantités séparément. Mais M s’é- 
vanouit pour £,—t, et ü—8$,Y,..., et par conséquent elle 
est, comme nous avons dejà remarqué, de la forme 


M=—(t;— à) (t:—t,) (ed) (a — BOT MS 


où M’ désigne une fonction du 6e degré par rapport à toutes 
les quantités prises ensemble, et du 2e degré par rapport à 
chacune d'elles. 2 
Pourtant la fonction M’, considérée successivement comme 
forme du 2° degré par rapport à £,,{,,{., peut être considéré 
successivement comme fonction linéaire des produits 


(par rapport à £,), (-B)(4- Ts, (6-0) (ET), (bd) (8) Ts, 
(par rapport à £,), (4,-B)(4-1)=7:, (fa-Q)(a-V)=Ya, (dar 0) (fa-B)=ys, 
(par rapport à é.), CAE (És-2)(É-Y)= 22, (la-Q)(la-B) 25, 


produits que nous appelons, pour abrèger, æ,,%3,@3,Y4,VaetC.; 
car cette fonction ne doit pas changer par l’échange des 
racines (a, B), (a, x), (B, x), entr’elles. 


Ha 


On en conclut que M’ sera représenté par le produit 


(ea + va) (Nyi+ bia) (Ni + 42 + Y" 33), 


à, u,v, ete. désignant des coefficients numériques indéterminés. 

Mais ces coefficients indéterminés, doivent être égaux en 
passant d’une fonction à l’autre : car la fonction M ne change 
pas par l'échange de é,,4,,{, entr'elles deux à deux, ce qui 
revient à dire, par l'échange entr’eux des systèmes 


(DC LIN TT AT NN 22 22): 


Donc M' sera de la forme 


(AG: + Us + Vs) (AV: + Hye  Vys) (Ai + Me + v#3); 


mais M’ ne peut pas contenir de termes de la forme 
DyYi%os Ma Vita ve Ma fase 


parce qu’alors elle serait d’un ordre supérieur à 2 par rapport 
à quelques-unes des quantités à, B, y; donc les seuls termes 
admissibles sont les termes en Auv. Donc, en posant Auv=K, et 


T4 (Vars eys2) se UAESTA de 22) + 2a(TaYs Le sys) = 08 


ou 
(hi —R8) (4 —Y), (4 —Y (di—a), (éi— 0) (di —8) 


a (la —B) (fa—v), (av) (h—a), (é—a) (£a — 8) 
(s—8) (ds —v), (é3—v) (és — 0), (és —o) (és —8) 


? 


en convenant toutefois de changer dans ce déterminant les 
signes — en +-, il viendra  M'—KA. 
On aura ainsi 


De (ta) (its) (éo—ts) (o—8) (a—v) (B—x) KQ lee APE 
N . put = /N N ? 


D ARS 


en posant, comme toujours, 


il d 1 


| da? dB? sy 


Mais observons que, en vertu de la valeur susdite de Q, on a 


Il l 1 
t—0 L—8 EX 
ROSE 1 LUE 
Nr Dre TL 
1 1 il 


ot HP —T 
en désignant ainsi, pour un moment, une fonction formée 
comme un déterminant, à cela près que l’on changera toujours 
les signes — en +. 
Or ce déterminant ainsi formé n’est autre chose que 


ee. il 
PA > (ba) (da—8) (és v) | 


D'ailleurs, par la comparaison d’un seul terme des deux 
membres de l'équation, on trouve aisément K—1. Par con- 
séquent, DES'AT; CAL AROND| 

En raisonnant de la même manière généralement, on trouve 
que l'équation susdite a toujours lieu. , 

#9. On peut passer maintenant à la démonstration du 
théorème de Borchardt. Observons, en effet, qu’on a 


n(n-1) 
1.2 TT (di La la, _.., bn) TT (Œ, >, Os, ..…,) On) 


À aie Ft) FO Pb) à fin) 


(*) Il suffit, pour le voir, de diviser le déterminant ligne par ligne 
successivement par 
(bio) (é—8) (iv), (a) (la) (av), (és—0) (és—8) (dv), 


ou bien de le diviser tout à la fois par N. 


2 44e 


I1 suffit effectivement de se rappeller que la fonction A est 
divisible par toutes les différences {—{, a—a, et qu’en 
reduisant ensemble tous les termes du déterminant au même 
dénominateur, on trouve, pour celui-ci, 


AAA NEC ne pit 


Convenons maintenant de soustraire dans TT toujours , def, 
si j<i, ce qui équivaut à soustraire dans À une ligne 
inférieure de la supérieure. Alors, pour chaque combinaison 
le déterminant acquerra le facteur rl; c’est-à-dire que 


le déterminant acquerra le facteur (1 7 y étant le degré 


de l’équation. 

Maintenant observons que le déterminant D peut être con- 
sidéré comme le résultat de la différentiation de A par rapport 
astoutes les variables £,,/,6,..., 1%, où que 


n? 


[8] DE TInS DDR" 07, 


n 


car par ces différentiations successives on introduit le facteur 
— 1. 


Donc 
n RATE En 
TD pose GDS D; Ee HG mr 4 
OS 1 (Ba IR ER) 
Den MIT) Ja) Je) En ) 
[91 


A TA EE MR 2 
rime Tééeam) Dé DéDés AE nl 


Maintenant, si on développe la fonction 


r #2 Ne LE OM NET 


En ll — 0 L3— 0 É— 03 


suivant les puissances descendantes de £,,#,, ,,...,4 , Evi- 
ñ 
demment la fonction 


Dh 


D, D, © 
an°3 
2 L'on 0 


PT 


sera associée au signe près avec le terme 


k} Pr+l 2 Patl bte 12e 
a (+) és ah (x) ; 


car il suffira, pour obtenir ce développement, de poser en 
général 


il 1 l 
nee 
de 
t 
Mais, comme le second membre de l'équation [9] est exprimé 
en fonction des coeflicients (a) de l'équation proposée, il en 
résulte qu’on pourra obtenir de cette façon n’importe quelle 
fonction symétrique à l’aide du coefficient du même terme en t 
du second membre. 
Par cette raison cette fonction a pris le nom de géné- 
ratrice. 
Son développement direct donnerait 


JE) JD Jin) 
di-di La Feu În-On, 


JG) (Ex) + +. JU) 


où l’on a généralement 


LT 


(6) 1 a 
72 ter italie dll ao... a. 
et l’on trouverait une fonction de cette forme 


dat nr (n0) ae UE, Jonas L'(n)ar! 
—— RTE RE RE. 


AI A) + + + J) 


OÙ (1) ==1.2.8:. : 1: 


Nous ne donnons que les premiers et les derniers termes; car 
l'expression générale d’un terme quelconque offrirait des com- 
plications de calcul insurmontables. 


46 = 

20. Mais nous pouvons maintenant, d'après le désir exprimé 
par M. Cayley(), donner à cette fonction génératrice une 
autre forme plus propre aux calculs, lesquels, même par la 
formule [9], seraient tout à fait inabordables en opérant 

. par des différentiations successives. 

A cet effet, observons que puisque, en vertu d’un théorème 
connu et en adoptant la convention ci-dessus pour TT, on à 


MPiL TS NOR 
n(n-1) 1) n-1 
LR ere 
LOC IAA TT (40 NS Se 
L'HES ii CE 
la fonction entre parenthèses pourra s’écrire ainsi qu'il suit 
1 fra Ts 
Si) JA) JS) JE) 
; na TT AE 1 APN sl 
A —— É É LE M 
NAT NES TASSE 
ue F7: Fi 


J(Ën) J{n ) Jr) IN J{n ) 
et par conséquent, en différentiant successivement par rapport 
PO ORER L,, il viendra 


fu] 1} D, TS x TT (li, LER Un Le Nero 
nié AUDE TA 


PE) AP) ft) fa) (ee es 


F4) 
n (n-1) ! , 
ME T (2) -taf (ta) Ltaf(ta)=-Lof (6)... (a= -1)6," ft) 1pr(8) 
AABADE sise fn)? H 
PEn ) {en )-£n PE) Lénf(én)-Pnf (tn). (2-1) ER (En )-L IP (En ) 


* . 
(*) CAYLEY, A memoir on the Symmetric functions. — London, 1857. 


et partant la formule [9] deviendra 


l) fenflh).....e. Def) fe) 

[12] (n-1) (n+2) ñ m-2 m-1 
T — (—1) 2 f'(£2) f(éa) tft) e ee bare (n-1)t, "f(Ea) 6 ['(t2) 
OR NO OR A) SR SL A RS ES 
Fa E den lead er (a-1) flén 81 P'n) 


et l’on remarquera aisément que le déterminant du second 
membre est divisible par 


(ét) (ts) - (ait) =T (st...) 


n 
et qu'’ainsi, dans ce qui suit, le diviseur TT n'existe qu’en 
apparence. 
. PONT ve 
21. En PORC 
formule de Borchardt ainsi qu'il suit: 


, On pourrait encore écrire la 


5? E 5, 
1 n-8 n-1l 1 
Fe D 41? 1 re p+l? (n 1)4, te 3 pri 
1 È di (4 
S S 
[13] 2 P2 ONE A 
( 1) 1TT FAT \T= 27? +1? I-iZ + +12° (re 1), a 2,5 +1 
ñ 
5, S P 
n n nr n-1 ñ 
re > pont (n—1) L, LA 2 t Patl 
ñn 


Quoique cette forme soit loin d’être aussi convenable pour les 
calculs que la précédente [12] exprimée directement en fonction 
des coefficients, elle fournit néanmoins une méthode pour dé- 
velopper cette fonction suivant les puissances descendantes de 
£,,...,t,, dont les coefficients sont exprimés en fonction 


De dE à SEL 
des s. De là on peut conclure que la fonction génératrice de 


APTE 


Borchardt, qui en elle-même est une magnifique transformation 
‘analytique, ne saurait en pratique conduire à des résultats dif- 
férents de la formule [20], plus ancienne, et qui donne de suite 
la: fonction symétrique exprimée en fonction des s. 

22, APPLICATION. Soient les équations 

ax +bx+c=0, ax + br? Lcx+d—0,. 

POSONS NE, Mt NUE re 

on trouvera directement, dans le premier cas, 
1 1 y —lo+Bz+y)+208 
(@—0) (y—8) À (—8) wo (eo) (x—8) (y—0) (y—8) ” 
2a?xy—+ab(x+y)+2ac 
a+ dt + c) (aÿ°+ by + 0)” 

et, par la formule de Borchardt, 


x 


ou 


HET J(@) (4) 
ou bien, par notre formule [12], 
gt PO O Crfo-re fO + nf af 
(&-y fx) (y) SOS DU" (@-y) f(æ) f\y) % 
2a°xy +ab(x+ y) +ac 


am bo + 0 (a+ by + c 
Dans le second cas, notre formule donne, ; 
J'(œ) fl&)-2'f (x) 22. f(æ)- af" () 
Tepuogarorure |/ 9/4) -47 a 2470)-F7 |; 
J'@) Ja)-2f" (2) 22f(@) -2#f (2) 


ou —(t—y)(&—2) (y—2) fa) y)fte) T = 
[14] San? + Quote  Qaxs+bha—d axi—çcr —2qx 


= | 34ÿ + y+c ag +bp—d ay —cy—2y |. 
Sa? +2br+c ‘Qu + be— Qi — ç° — 2dz 

11 -pne? 

Posons À —{(&—y) (æ— 2) (y—2)——|1 y y 


= ve 
et généralement, pour abréger, 
] hs: à 
œ. 
fl x x] 2 Uni y" 7 ë 


h è 


loRrz 
on aura f&) fu) f(z) AT = 
= 6a°x°y"2° | 1æ& a | — 12a*dayz | 1 xx? | +3a?4 | 1x°x*] 


—+6ad” | xx? | +A40b|12° 2°] Aabcæyz|læx? | H2abxyz|1æx"| 
—2abd | 1ææ*|—2bcd | 1æx? | +2ac? | 1x°a* | Aacd | 1 æ x°| 
— abc | 1x°x] +2bcd | 1x x°|; 


et, en observant que 


[1% 2 |—=—A(x+y—+2), 

D nn tete 

1 & 2 |=—A (2 Hu Lay + xz y), 

| 1 æ& æ* | ei Yu + az + yax + ayz + 2x), 


[1 a æt|—=—A(æ+-y) (& + 2) (y +2), 
on trouvera cette expression égale à une fraction dont le nu- 


mérateur est 
GYaarie nl 


+ 4acd | &+y+z 
+ ?2abd | x +y +2 
2 (abd—+ac?) | y + xz + yz 
+6 (ad—abc) | æyz 
(abc +-3a°0) | a? (y-2) Hu? (4-2) + 2° (+0) 
2 (ac Lab?) | y + yxz +2 ay 
+ 200 | ay + az Lys 
+ 40°d | az + d°z°y + vx 
— 6a | x°y°2° 
et le dénominateur est f(x) f{y) f(2). 


Fa pe Bruno — T'héorie des formes binaires, 4 


ep 
On trouverait aussi, en retranchant une ligne de l’autre dans 
le déterminant du second membre de [14], que ce second 
membre se réduit à 
8a, ?2a(t+y+z)t+b, af ++ y my) —c 
8a(x—2) +20, 2a(ax°+-2rz)Hb(x ti), a(a 2x 2-2?) 
—c(x+-2)—24 |? 
3a2°2bz—c , 2a3°+bz—d, az—c3—243 


et on retomberait ainsi, après des calculs faciles, sur la valeur 
ci-dessus de T. 


DORRS DDR 0 2 0 0 0 0 CRT TT TUNIS 


La 


$ IV. 


Construction des tables des fonctions symétriques. 


‘24. Les premières tables ont été publiées par Meier Hirsch 
en 1819 (); l’auteur y donne toutes les fonctions symétriques 
jusqu'à celles d'ordre 10. I1 les à calculées au moyen des 
fonctions des puissances semblables des racines. Comme il 
ignorait toutes les autres propriétés découvertes dans ces 
dernières années, on peut concevoir quels immenses calculs 
il lui aura fallu exécuter pour arriver à la détermination de 
ces fonctions. Aujourd'hui, grâce aux propriétés de l’équi- 
pollence de ces fonctions et aux équations aux dérivées par- 
tielles auxquelles elles satisfont, on peut de suite en écrire di- 
rectement la forme littérale, et puis calculer successivement 
et contrôler les coefficients par les diverses méthodes que nous 
avons exposées. 

M. Cayley qui a reproduit ces tables dans le Philosophical 
Transactions, 1857, a remarqué d’autres propriétés qui faci- 
litent beaucoup la construction de ces tables et permettraient 
même de les étendre très-aisément. C’est ce que nous allons 
exposer, en y joignant quelques autres remarques qui peuvent 
aider beaucoup à la recherche des coefficients numériques. 


(*) Cette page était déjà prête pour l'impression lorsque j’ai appris 
et j’ai en effet constaté que Vandermonde dès 1771 était déjà en pos- 
session de la formule de Waring, et avait construit des tables des fonc- 
tions symétriques, sans pourtant faire connaître la marche des calculs 
qu’il a suivie. C’est donc à lui que revient la gloire des premières tables. 
Mais il faut avouer que celles de Meier Hirsch, plus claires et surtout 
accompagnées des démonstrations nécessaires, ont été plus employées. 


. 


D 
‘Nous appellerons d’abord combinaison des coefficients le 
produit quelconque | 


' 
] 


m! mn! "mn 
RPC MI RS TE CERN, 
Cu LE HET r 
qui figure dans l'expression d’une fonction symétrique. 


Si cette fonction est de degré & et de poids p, on aura 
1] MEME MET m',.=l, 
R21 mm, Ma Me E Ms Ma... Mn, =D: 


Cela posé, nous appellerons combinaison associée des racines 
le produit 
! m 
IUAU ee. œ,) (8182 PAR ENTER ET AR) 
3 


1 2 
et, en supposant m, > M, >M,;>>..., par ordre décroissant 
de grandeur, combinaison conjuguée le produit 


) 


m m M... m -Mm M -M 
158 r-1 } 9 3 1 2 
A ! ' Pr CENT !' sp er JANET e 
Mit Mo+ Mar Stie FM, MytMotr ….. EM] ee Mit Mo LUS | 
Exemples : 
Combinaisons des coeflicients Combinaisons associées | Combinaisons conjuguées 
C1 do Q3 a, ad dl, Du LEA O3 3 
Qi d'a — Gi à 2 a ad, €) dl dy Z af, ay 
1 Gs — Gi Gi Qi ds O5, a O3 Os Z a Où ds 
la A3 = A3 a, d, ds > a, 2 Us 


Comme on voit, les combinaisons associées résultent des 
combinaisons des coefficients en changeant les indices en 
exposants, tandis que, pour les combinaisons conjuguées, la loi 
est moins simple (). Pour la retrouver facilement, remplaçons 


(*) Voici une méthode pour former facilement les conjuguées. On 
remplace chaque indice de la combinaison par une ligne d’unités ; puis 
on somme les colonnes : les sommes seront les exposants des racines, 


chaque lettre a; par sa valeur en fonction des racines, que 


nous appellerons pour le moment a,B,y,d..., on aura 


A4, (—XZ a) (+Za8) (— Zap) da = (Zur) (Ga), 
d',a;—=(—Za) (—Za8v), da (ag) (—Za8\), 


d’où il résulte que parmi les fonctions symétriques dans les 
seconds membres il y aura certainement celles qui provien- 
nent des produits des lettres même a,8,Y,... qui figurent 
sous les signes ZX; à savoir 


Zoaf?y pour 4 did, SON DOUr 4, de 


ut LOU 4:0';. > dP°Y DOUT. dd, Ge 


Il est aisé de voir que les combinaisons associées ou conju- 
guées seront de même poids que la combinaison des coefficients. 
Cela posé, observons d’abord que: 
25. Takorème. Une fonction symétrique > d By ... con- 
.« lient la combinaison des coefficients conjuguée avec le 
signe EL ou — selon que le poids est pair ou impair. 
Pour fixer, les idées, supposons qu'il s'agisse de Z o‘fr, dont 


Exemples: 
#1 1 
. ST LE TE ARE 1 
aa, 11 ; Pad ] NCA NT 5 dass | 
ji. 4h 4 ] di ibui 
2 al 4,2 1.1 Sel 
5 2,03 ai,o?; CEE CET 
CES 1 afp? 2 BY 1 BY Ÿ 


Cela revient évidemment à écrire autant de fois chaque racine a, B,Y... 
qu’il peut y avoir d’unités dans les coefficients de la combinaison. Récipro- 
quement, en déduisant des conjuguées les combinaisons,.en écrivant les ex- 
posants en colonnes et puis en sommant les lignes, les sommes seront 
les indices. 


A 
la combinaison conjuguée est a°,4,. Je dis qu’en posant 
[3] Z apr — À + Ba’, a; l), 
on aura B=T. 
En effet, a°,a.,—=(—%>a)(—>afr) —+-1. Zaifv+..., 
et 
[4] Sotfy= A+ 1.BZSufr +... 


Si l’on répète cette opération pour tous les termes de À, 
l'équation [4] doit être une identité: or il n’est pas possible 
que la fonction > a‘8y soit contenue autre part que dans a°,a;: 
car tous les autres termes de poids 6 et de degré 4, 

da, PATENT ER 
ne peuvent reproduire Zo‘8r, puisqu'ils fourniraient des fonctions 
ne contenant que trop ou pas assez des lettres a,8,Y, . .. Il 
faudra donc que BI. 

En général, on verra qu’il n’y à qu’une conjuguée unique 
pour une combinaison donnée, et qu’ainsi tout terme dans A, 
différant de celui qu’on considère au moins par une lettre, 
fournira des lignes différentes de traits et par conséquent une 
autre fonction conjuguée. 

D'ailleurs, d’après les valeurs des coefficients &,, &, as, .…… 
en fonction des racines, le coefficient sera H ou — selon qu’on 


: . D'ETRRS 
aura, pour la combinaison @, &, &...., 


CEE EST SR 
ou selon que 


ne het non ee 1 0 ee (ns A 


ce qui achève de demontrer le théorème. 
26. En second lieu, M.Cayley observe qu’en disposant les 
fonctions symétriques appartenant au même poids sous forme 


(*) On verra aisément que les combinaisons conjuguées sont préci- 


sément celles qui, d’après la méthode de Gauss, servent à reduire la 
fonction donnée des racines à un ordre moindre. 


de tableaux synoptiques, le coefficient numérique appartenant 
à une ligne a et à une colonne b, est égal au coefficient nu- 
mérique de la colonne & et de la ligne b. On peut voir dans 
les Annales de Tortolini, 1858, une élégante démonstration 
donnée par M. Betti de cette propriété. Nous ajouterons seu- 
lement cette remarque, que, si le premier coefficient affecte 
une certaine combinaison C appartenant au développement de 
la fonction symétrique S, le second appartient assurément à 
une combinaison associée de $ dans le développement de la 
fonction symétrique associée de C. C'est cette observation 
qui nous a suggéré l'idée d’un autre arrangement des tables, 
qui à paru pour la première fois dans les Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences de Paris, 1873. 

Les séries des coefficients numériques qui figurent dans les 
tables jouissent encore d’une propriété singulière, à savoir : 
si on les multiplie successivement terme à terme par les 
coefficients numériques polynomiaux correspondants au poids p, 
et qu’on additionne les produits, on aura autant de sommes 
égales à 0. 

Cela se déduit immédiatement de l'équation 

G@+B+r+... HN =(- a). 
En prenant par exemple la table d'ordre IV on aura 
ANG: n12 24 
OR SP, EE 
Lt AN 9 A Pr 
nes) 0 


© Somme 


6x|12)-2|41 0 
FN ie UN 0 
AX| 11 | 1 


Somme © 0 0 0 1 


Cette propriété pourra être très-utile pour contrôler les 
calculs. 

2%. Construction d'une table d'ordre p. — On écrira, par 
exemple, à gauche toutes les fonctions symétriques de poids p, 
en commençant par > & et en descendant jusqu'à Z aBY...à, 
en supposant que les racines a,8,Y, …, À soient en nombre p. 

Ou bien sur le haut du tableau on placera toutes les com- 
binaisons associées des coefficients qui seront d'ordre p. 
Pour y arriver d’une manière plus prompte et plus sûre, on 
observera que ces combinaisons peuvent se partager en deux 
groupes, dont l’un est composé de combinaisons conjuguées 
de celles qui sont dans l’autre groupe ; quelques-unes sont 
conjuguées à elles mêmes, et celles-là nous les avons écrites 
avec des caractères plus gras. Ainsi les combinaisons &°, «,, 
a,a,a?, sont de ce genre, car elles se transforment toujours 


en elles-mêmes, soit qu’on lise les traits F RL 
1 
1 


verticalement ou horizontalement. D'ailleurs, on verra comme, 
par exemple, la combinaison des groupes de droite (tableau VIII) 


: NOR AR 
aa”, est la conjuguée de la combinaison a,a?, fi placée 


dans le groupe de gauche. C’est par cette raison que dans nos 
tableaux les combinaisons conjuguées sont placées symétri- 
quement à droite et à gauche des combinaisons neutres. On 
conçoit alors qu'il suffit d'écrire la moitié des combinaisons 
pour en déduire immédiatement les autres, sans crainte d’en 
oublier aucune. 

Reportons-nous, pour fixer les idées, à la table Il des fonctions 
symétriques des racines de poids 10. 

Si, à partir de &,,, on écrit les combinaisons des coefficients 
dla, As@3, etc., et qu'on les change dans leurs conjuguées, 
on retrouvera les combinaisons à droite des deux combinaisons 


_, 


a,a;a a, a; a, a, lesquelles se changent en elles-mêmes, 
comme on voit par les traits 1 1 1 1 , 11111 


LOT. LT 
AT 1 
1 l 

L 


Ces combinaisons conjuguées sont placées à droite et à gauche 
à la même distance. Ainsi, au 9 rang, la combinaison a°,4,a,° 
est la conjuguée de a.a,a,. De cette façon, il ne sera pas 
possible d’en oublier aucune. Cela fait, on écrira à gauche 
les combinaisons associées des racines, et tout sera prêt pour 
les calculs. 

Puis on remarquera : 

1° Que les coefficients sur la diagonale sont (— 1} ; 

2° Que les degrés des combinaisons ne peuvent pas dépasser 
le plus grand exposant de la fonction; 

3° Qu'il suffit, par la propriété [26], de calculer la moitié 
des coefïicients, puisqu'ils sont symétriques par rapport à la 
diagonale; 

4 Qu’au moyen des formules [4] et [25] du $ 1*, on 
peut calculer de suite les fonctions s et les fonctions de la 
forme zo8 + ES 

5° Qu'on peut, à l’aide d’une méthode que nous allons 
expliquer, déterminer d’un seul coup 4 lignes ou 4 colonnes 
par des calculs très-simples. Cela seul suffirait pour écrire de 
suite les 7 premiers tableaux. 

A l’aide de ces remarques, de toutes les propriétés dé- 
montrées sur les fonctions symétriques et des contrôles que 
fournissent les sommes N. 4 (remarque 4) et N. 26, le 
calcul des tables ne sera maintenant ni trop long, ni trop 
pénible. 

28. Voici actuellement les formules qui servent à trouver 
les 4 séries de coefficients dont nous avons parlé. Dans le 
tableau renfermant les valeurs des fonctidns symétriques de 


D, 


poids p, figurent en premier lieu les combinaisons ay Cp A 
NT PE CARTE que fournit la table suivante : 


p-2 
| COLONNES | con Meses 
En RUE A 
aa CPE Or (p-DT (2-1) 
. ayale |- (1) F()-r(ri-1) (p-2) (2-2) -2r, (p-2) 7 (1-1)] 
| a, 0 (-1)p FT (0-7, (p-1)7 (1-1) - 7, (p-2) FT (1-1) 


Dans ces formules, 
[6] M RE 
p est le poids de la fonction, 
r,, indiquent le nombre des racines contenues dans la fonction 
au Jet2depgré: 
. On divisera ensuite les nombres obtenus par 1.2.3.4...2% 
si 2 est le nombre des racines affectées du même exposant. 
Exemples: 
ABOU A 17, 9; CO. —-1) 71.214: 
Ze$%; on a p—6, 1—3; coeff.a,a,— - (-1)° (6.2-5)—+7 ; 
[87 (5)-2.67(3)-6.67(4)] 
120225 


Zo’P\èe; on à 8, 1—5; coëff. a, a, —"-(-1)5 


IST (4)-7.1.2-2.6.2]-—+5. 
Pour démontrer ces formules, observons d’abord que les der- 
nières Este [39] 5 à donnent 


1} 


Zoo; on a p=8,1—4; coeff. ee 


dSp- » 
Î d d 
mm a Ce rte 
d 
( tp 0. 


moe 


Mais, par les formules [21] ($ 1), on sait que 


dp 
dSp 


A ia AT} 


ce qui, en vertu de la dernière formule [7], fournit l'équation 


dœp u 

— = (— 9 e _— )* 
… (—1) 1.2.3... (y: 
or a, désignant toute la partie litérale comprise dans le pre- 
mier membre, puisque le poids est p, il s’ensuit que le terme 
contenant a, Sera 


[8] LUN ER (—1)pa,=(—1)T (Dpa,. 


Passons à la seconde des formules [5]. 
Supposons en premier lieu ii —— 0 ; alors la seconde é- 
DE 
quation se réduira à 


dp 


t 
= — (IT (pas, 


et par conséquent le terme en & , a, sera 
p-1 


[9] —(—1) T (D a, 184. 


En second lieu, si la fonction æ contient 81 cela ne peut 
être qu'à cause de quelques racines à, 8, y qui figureront dans 
cette fonction au premier degré, par exemple, au nombre de ,. 
Par conséquent le terme ens, S, Sera répété 7, fois; d’ailleurs 


son coefficient numérique, d'après les formules [21], sera 


AN en 


et ainsi 


p—1) 2 AA 1) (1) (1) =—(—1) ri (p— DT (E-las, 
ASp- 


De 


et, d’après la seconde équation [7], 


d@___ (1) r (pa, +(—1) b—1)7(—1)@ ; 
dap-1 


donc le terme en &,,4@, Sera 


—(—1'a, apr ro r (I 


Pour les termes en &,,4,, @,; a, on observera que la fonc- 
tion æ ne peut contenir de termes en $, que conjointement 
à s, ou a s°,, et que ceux-ci ne peuvent provenir que des racines 
existantes dans æ au premier ou au second degré. Cette 
seule observation, en s’aidant de l’exemple ci-dessus, suffira 
pour retrouver la 3" et 4" des formules [5]. 

On pourrait poursuivre la même voie pour déterminer les 
coefficients des colonnes suivantes 

3 
dos lg Anais ns n » etc.; 

mais les opérations devenant de plus en plus pénibles et par 
suite inutiles, nous ne pousserons pas plus loin cette recherche. 

29.Nous indiquerons encore un moyen pour faciliter les calculs 
des tables, qui pourra être souvent utile. Supposons qu'on ait à 
calculer 3a”8/ au moyen de >a/P1, qui est déjà connu. Comme 
on à 


Zap (a+ 8+ +.) = Zap SaPpttl+ SoPptr, 


de sorte que 
S a? 87y —=—4 20? B— So?+1 81— 3 a? ion : 


il s'ensuit que chaque terme de la ligne correspondante à la 
. PA A : 
fonction >a B°Y sera égal et de signe contraire à la somme 
des coefficients correspondants dans les colonnes aux fonctions 
Satipt = oPpl+l Pod , 
mo , €t Za 8, dans la table précédente. Dans le 


li — 


cas de g— 1, il faudrait diviser la somme par 2. De cette façon 
si on avait à calculer la table de poids XI, on déduirait immé- 
diatement pour les termes contenant &,, 


Sur de HAUTE RME 
>apr , Sap(tx), Jap, Zupi 
Zafpir , Zofpi(t. x), Sat, pass 
ZaB5r , Zap (t.x), >u°fs 


On pourra généralement par cette méthode obtenir une 
fonction d’une table par quelques fonctions déjà calculées des 
tables précédentes. Ainsi (voir table VIII et VII), on aura 


22 ap?y — — 1 2 qp2y + 22 afp?y? — Z atpôy — Zap”, 
et en particulier, pour le coefficient de a,a,?, par exemple 


6220) (3) 
Fi ; 5] L 


Sur les fonctions symétriques 
des différences des racines. 


306. On peut exprimer directement en fonction des coefficients 
les sommes des puissances paires semblables des différences 
des racines. 

Ainsi on aura généralement, pour { pair, 


PNR _I(I—1) as 
N] > (a 8) FE 59; IS,S + 1°2 Le “ “ve 3 
où le second membre ne serait que la moitié du développement 


symbolique de (s—s). On aurait, par exemple, 


Z(a—B—s,s,—4s,s+3s, 
Za—B8)—s,5,—68,5,+ 155,5,— 105.2. 


DÉMONSTRATION. On a évidemment, par le binome de Newton, 
1 ? ES AT 
Sœ—0 5,2 —15,æ Lee Série 


Si maintenant nous y remplacons successivement æ par a, 
B,Y..., et si nous faisons la somme des résultats de toutes 
ces substitutions, en observant que pour impair > (a — 8) 
s’annule, il viendra 
? l il AVS Le 
# 7 12 
2Z (a B—=S>a—Is,za Sun 2 | Sa + + 
1 U t(I—1) 
ou 2 (a—RB)—ss—15,5 Seul “x 
) 0 1 ES | [ 5) re S 


…s 


Mais dans ce même cas les termes du second membre se 
doublent aussi; excepté celui du milieu, qui par conséquent 
dans la division par 2, se trouvera réduit à moitié. 


noue 

L’équation [1] peut servir à calculer n'importe quelle fonction 
y des différences des racines à l’aide des sommes indiquées 
dans le second membre, sommes que nous appellerons S, comme 
on à appris à calculer toute fonction æ à l’aide des fonctions s. 
On n’a, à cet effet, qu'à décomposer la fonction w en sommes S 
par la formule [21 (parag. l1e')], puis à calculer les S par la 
formule [1]. 

ExemPLe. Soit wy—X%> (a—8}?(r—d})* la fonction donnée. 
On a, par la formule [21], 2w—S,?—$, et 


S,—4s,—45,5,+ 35, 5, —— a, +3a,a, — 34; , 
s,—=@; —4aa;+4a,a,— 4a,+2a ; 
d’où l’on tirera 
w—>% (a—$p)?(y—d)}—3at+22a, — 16a/ a; —?2a,a; +8a,. 


ExEMPLE II. Soit y —2Z>{a— 8)? (r— à)? (d — €}? et n —5. 
On aura 


6y—S, —3$5,$,+28, 
où 
SA —= DS = se , 
Si = DS, — 45,5, +35, 
Se — DS <— 68,5, + 158,5, — 105”, 
et 


yu—4asf$ — 30a,'a, + 81a,a;* — 16a,°a,; — 80a.° 
— 50a,a,a, + 20a,°a, — 254? — 504,4. 


On pourrait, en poursuivant la même voie, calculer les produits 
3 à 3, 4 à 4, etc. des carrés des différences, et l’on formerait 
ainsi aisément l'équation aux carrés des différences des racines 
de n'importe quelle équation. 

_S1. Au lieu de passer par les fonctions S on peut passer 
de suite par les fonctions s ainsi qu'il suit. 


— Ge 


Nous avons déjà observé ($ II) que, si l’on pose 


1 1 l l'OM. l 
di C2 Ca Œg o.e...e tn 
2 
D— a? 0? 3 Ci a, 
n—1 n—1 n—1 n—l n—1 
o 2 "ee SUD Er À 
on à PET a 


ñn 


Or, si on élève au carré le déterminant P à l'aide des règles 
connues, en multipliant les lignes entre elles, on aura 


So $1 Sa". . Sn—1 
S: LE So... Sn 

[2] P2— Sa S3 Sg Sh+1 : 
Sp Sn Sn+1 nanas S2n—92 


cela ayant lieu pour toute valeur de n, il s’ensuit que l’on aura 


PETITS 
< So Si : | 
[3] TT? (o,0t2) = s $ , TT (du, Ca, a) = Si Sa S3 , etc. 
1 2 
Sa S3 4 


Mais si maintenant les fonctions s, au lieu de se limiter aux 
formes de degré 2,3, etc., s'étendent jusqu’à la forme de degré n, 
il est évident qu’en décomposant les nouveaux déterminants en 
déterminants d'éléments simples de la forme [3], on aura, pour 
une forme de degré n, 


So S1 S2 
© à 4 
[4] — ZT (o,0) , S1 82 S3 | — ZT? (a, Ga, Gs), ..., 
Si Sa 
Sa S3 S4 
$0 Si Se DOC E | 
ST SES NUE 1207 
S2 S3 S1 …… $,+1 P A (di, Ge, 3, Q,). 


nn O E 


On voit ainsi avec quelle facilité on peut obtenir l’expression 
des fonctions symétriques des carrés des différences des racines. 

Ces fonctions peuvent se calculer facilement à l’aide de 
l’artifice suivant. 

On à, en ayant égard aux équations [7] N°2 (*) 


So | | So, 4+S | n, (n—l)a 
S1 Sa 81, a+ dis di, 2@3 |? 
ON OO SU s CE 
ne . 0 So Si 82 » So » Si+@i80 » a+ di81+@80 
RO US | — | 
So S1 S2 S3 “|: S0 > Sa iS0 ; Sa+@iS1+ 280 , 53418281 +480 
Si Sa S3 84 Si SaHiSi ; 834 GiSatGa8i , Sa QiS3+QiSa + Qi 
UN Ca UA 
ñ (a—1) a; (n2—2) 04: 


n (2e (17 20 (nn 34 
Gi RG 343 AG 


et en général on pourra mettre d’abord le dernier déterminant 
[4] sous la forme 


202010 0 0 0 0 0 
(LACS 0 0 OMR OMe.:, 0 
UNE LES à 0 0 DRM 0 
VU au 0.7 0 CAO 0 
DU 000 "D So S1 Sa RS TU 
OMOMOMOSS: Si S1 S3 Sr 
0 0 0 0 s S2 S3 Si Ho ES] 
0 0 0 0 8 ss S1 S5 …... 8749 
0 S # Spor Sy Sre9$r 1 «…. Sa, 
So S1 S2 SNS yes Sr 1d, ie Sd 
S1 S2 S3 Sy-9 Sy Sp Syppl + S9r 9 


(*) On suppose aÿ— 1. 
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puis on ajoutera la 2% colonne à la première Xa,, ce sera la 
2e nouvelle colonne; on ajoutera la 3° colonne à la 2 Xa, 
et à la première X &,...; et généralement la kième colonne à 
la (k—ljèmxa,, à la (k—2)èmx a,..., à la lXa, 
pour former la nouvelle ième colonne. On formera aussi des 
éléments tous calculables par les formules [7] N.2, et l’on aura 
enfin exprimé une fonction entière quelconque symétrique des 
carrés des différences des racines au moyen des coefficients de 
l'équation donnée. 

32. Les fonctions symétriques des différences des racines 
jouissent encore d’une propriété remarquable. 

En se rappelant ici l'équation [41] 


GE UD Le TS 24 si 
D 7 + (n Li di ET 


on voit aisément que, si @ est une fonction symétrique des 

différences des racines, le premier membre sera nul. Car, si 
ap dœp 

l’on a @—(a,— 0;) P, on aura -——P, — 

ne JE _doy DT 

que les résultats des différentiations se détruiront deux à deux. 

Par conséquent on a ce théorème: Toute fonction symétrique 


des différences des racines salisfait à l’équation 


——P, d'où il suit 


dp 
[5] Tai lis nor d ou NU ni 7 — (0! 
Lorsque la fonction f est de la forme 


1, n(n—] = 
fl entr a" EC 


l'opération [5] devient 


[6] De ER P +90, à +30, 5 RFO + na Le 
et, si on l'appelle 5, l'équation [5] se transformera simplement 
en celle-ci : 

7" dP — 0. 


ne 
Avant de donner un exemple de ce th‘orème, remarquons 


d'abord qu'on a, ce qui nous sera utile dans la suite, 


dQ, — la,_;; 


et comme généralement 


d (uv) — udv + vou, 
on trouvera 


+ R 
ba} — pla, @,_y, da—l(i—1)({—2)...(—RA+l)a 


1 1 1—h? 


d'où il suit que cette opération revient à la différentiation 
ordinaire, sauf à traiter 4, comme une puissance symbolique Ge 
où l’on changera le nouveau exposant en indice. D'après la 
signification même de à, il s'ensuit que da,—0. Au moyen de 
cette règle on trouvera immédiatement que 


d (Goa— 4a,a;+ 34°) = CAVE Ps a dy — 4 (a ds + aa) te 6a,èd; 
—=44a,43; —4(3a,a, + aus) + 124,0 —0. 
Observons encore que de l'équation [4] rappelée ci-dessus on tire 


OS TS 
LA r—1 


ExEMPLE. En appliquant l'opérateur d aux fonctions [4] 
on obtient, comme il fallait s'y attendre, 


3 So eo 0 " | So So 
EE tt | 
Si Sa So Sa S1 2 
SO ST Sa OMS SD S0 51 So S$, 28 
ONE RS SO Sr SNS 0 NS Ie 5 0, etc. 
S2 55 S DST SS USE S2 382 $% | S2 S3 483 


+3. Lorsque par une des méthodes exposées on aura dé- 
terminé une fonction symétrique des différences des racines 


—_U… 
d’une forme de degré n, les dérivées de cette fonction, par 
rapport au dernier terme de la forme, continuent à être des 
fonctions des différences des racines. Pour s’en convaincre, il 
suffit d'observer que l'équation [6] est encore satisfaite si l’on 
c’est-à-dire si l’on différentie cette équation 

n 
par rapport à a. 
ExEMPLe. On a, pour la forme cubique 


change œ en 


Go L° + A0 + Aa D + Qs, 
p—{(a—$B}{o—v)(8— 1) —180o%idi03— 4 don —4a fast aa— 21002, 
te a 
É ga, = Via — 205 — 27a as. 


Or il est aisé de trouver que cette expression est la fonction 
suivante des différences des racines 


(a-8) Lan (8-70 ] + (ar) Lta-8)— 7892] + (8-0 [(B-002— (7-21. 


CHAPITRE DEUXIÈME 


DES RÉSULTANTS. 


Me 


L 


Des résultants — leur formation. 


34, Les nouvelles théories algébriques ont démontré l’extrême 
utilité pour la symétrie, et par suite pour la fécondité des 
calculs, d'introduire l’homogénéité par rapport aux variables 
dans l’étude des fonctions. C’est pour cela qu'avant d'exposer 
la théorie des fonctions, qui, sous les noms de résultants, 
d’invariants, de covariants, etc., en constituent une partie 
si essentielle, nous dirons d'abord quelques mots sur ce sujet 
pour ce qui regarde les fonctions qui nous ont occupé jusqu'ici 
et auxquelles se restreint le champ des recherches du pré- 
sent ouvrage. 

Soit donc 


ON] fa y=ac" + ax" y + a," "y +. + any" 


une fonction homogène de degré n à deux variables æ, y, 
fonction que nous appellerons dorénavant forme binaire. 
Il est évident qu'il suffit d'y poser y — 1 pour y faire rentrer 
l'équation [1] du premier chapitre, dont nous sommes partis 
pour établir la théorie des fonctions symétriques, qui est fon- 


— 


damentale dans cette étude. On aurait ainsi, au lieu de l’équa- 
tion énoncée, cette autre 


[2] f(æ,y) = 0. 


Maintenant en appelant toujours @,, d,.., a, les racines de 
cette équation [2], la forme binaire donnée pourrait encore 
s’écrire 
[3] flæ,y) = a (œ — dy) (æ — dy) .. .(æ — à, y), 


équation à laquelle on pourrait parvenir directement en partant 
de l'équation [1] (chap.l®), en posant, dans l'équation 


2) = Go (2 — 43) (3 — @,)...(3 — a), 


ñn 
æ , a : : 
LE 7 et en faisant ensuite disparaître le dénominateur com- 


mun y’. Ceci nous prouvera d’ailleurs, une fois pour toutes, 
que la nature des racines n’est pas altérée par l'introduction de 
l’homogénéité, et qu'ainsi tout ce qu'on a appris sur les fonctions 
symétriques des racines s'applique encore aux formes binaires. 

Lorsque la forme binaire est écrite comme ci-dessus [1] sans 
coefficients binomiaux, on la désigne, pour abréger, suivant 
une notation heureuse de M. Cayley, par le symbole 


[4] (GR LU a, Yæ, y). 


Si au contraire elle est écrite avec coefficients binomiaux 
comme il suit, 


Le n n-1 — Si 
5 fovi=a"tnan"y tt De get. ta”, 


alors on la désigne, suivant le même illustre auteur, par le 
symbole 


[6] (& Ai do . . . a, X®,y). 


Sous cette dernière forme binomiale [5] on aperçoit que 
la forme binaire pourrait encore s’écrire symboliquement 


y) ay) = (x + ay)” 


le 
en convenant de changer, après le développement, a en a, 
c’est-à-dire, de changer les exposants en indices. 

On pourrait encore désigner le coefficient de x" ÿ par un 
groupe des deux lettres, &, b, qu’on substituerait aux variables, 
et dont les exposants seraient portés en indices, comme dans 
b.; alors sous forme binomiale la forme binaire pourrait 


Te 
m-t 
être représentée par le symbole 


[8] (ax + by)", 


sauf à faire après les changements indiqués des exposants en 
indices. 

On verra dans la suite quel parti on a su tirer de ces repré- 
sentations symboliques des formes binaires. 

Pour le moment nous nous contenterons de rappeler que, 
d’après un théorème connu sur les fonctions homogènes , on 
aurait 


la différentiation du reste le prouverait immédiatement. 
3, Soient les équations 


[9] pP—= ax" + ax" + an" +... Lam 0, 
no] D eine Le Eee 0) 


_Si ces équations doivent coexister par hypothèse simultané- 
ment, il faudra qu’elles aient au moins une racine commune. 
Mais, à cet effet, les coefticients des deux équations devront 
évidemment satisfaire à une certaine condition, sans quoi, 
les coefficients pouvant être quelconques, la solution commune 
pourrait toujours être rendue impossible. Or, si par un moyen 
quelconque on déduit de ces équations une troisième, d'où la 


variable est disparue, ce sera là la condition à laquelle sa- 


or 

tisferont les coefficients. Déduire une telle équation de condition 
s'appelle éliminer la variable, et le résultat de cette élimi- 
nation se nomme résultante ou résultant. On pourrait donc 
définir le résultant ainsi: la fonction qui égalée à zéro exprime 
la condition qui doit exister entre les coefficients de deux é- 
quations données à une inconnue, pour qu’une valeur de celle-ci 
les vérifie simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s’agit 
que d’une solution unique; car, s’il y en avait davantage, 
de nouvelles conditions définies par le théorème de Lagrange 
surgiraient entre le coefficients. 

Par conséquent, dans tout ce qui suit, afin d'obtenir 
toute la précision et la simplicité désirables, nous suppo- 
serons que les équations susdites n’admettent, qu’une solution 
unique. 

86. À cet effet, désignons par 0,, @,,..., a, et par B, fi, …, B, 
respectivement les racines des équations ® — 0 et y —0. 
On aura 


[u] P—a@ (x —0)(x—0)...(x%—a,)—=0, 
[12] W— D (© — BB) (x — BB)... (æ —8,) —0. 


Il est clair maintenant que, si ® et y admettent une racine 
commune, une quelconque des racines & et une seule, telle 
que à, pourra et devra être égale à une quelconque et à une 
seule des racines $, telle que B. Ainsi donc il faut et il suffit 
qu'une seule des différences quelconques des racines QE B, 
s’annule. Par conséquent, si l’on forme le produit de toutes 
ces différences, le produit devra s’annuler, puisqu’un de ses 
facteurs devra nécessairement s’évanouir. Réciproquement, si 
ce produit s’annule, un des facteurs au moins devra se ré- 
duire à zéro, et, par conséquent, il y aura au moins une s0- 
lution commune aux deux équations; et, si aucun de ses 


facteurs ne s’annule, le produit ne s’annulera pas non plus, 
ce qui nous suffit. Donc le produit 


R — @o bo” (a (a — $;) (ca ? (On —— Bi) (a 
(a hi) (d2 un . (0e pr 8.) 
# (ui a) (eu — Be) + (an — BJ 


(oi —8,) (01 —8,)...(a, —8,} 
qui d’ailleurs est une fonction des coefficients &, b, puisqu'il 
est une fonction symétrique des racines de chaque équation, 
sera bien la fonction cherchée et définie ci-dessus. | 
3. Pour trouver aisément l'expression en fonction des 
coefficients, sans passer par le calcul de toutes les fonctions 
partielles des racines qui se présentent dans ce produit, on 
peut observer que, selon que l’on considère la fonction R comme 
partagée en lignes horizontales ou en lignes verticales, le 
résultant est indifféremment susceptible des deux expressions 
suivantes : 


[14] hk— Go" y (a)w(m)...w(a,) 
15] R = (—)""3o"p(B1) p(B2) . « . p(Bn). 


Ces deux expressions rentrent dans le cas général donné 
par le théorème, page 20, en y posant i—m ou i—"n, et en 
choisissant convenablement les fonctions. Par suite donc de 
ce même théorème, on obtiendra celui-ci: 

La fonction R définie par l'équalion [5] est une fonction 
homogène et de degré n par rapport aux coefficients a, Ro- 
mogène et de degré m par rapport aux coefficients b, iso- 
barique et de poids mn par rapport en même lemps aux 
coefficients a et b. 


(*) On verra aisément que le facteur a," b" détruit les dénominateurs 
en a, et b, qui seraient introduits par les racines a et $ exprimées en 


d'après le théorème N° 5. 


a b 
fonction des coefficients —, ——, 
LA) bo 


RUE 


Mais notons, pour plus de clarté, que, comme le degré des 
fonctions symétriques qui résulteront du second membre [6] 
ou [7], par rapport à chaque racine & ou $, varie de :0®à 
mn pour les à et pour les 8, il s'ensuit d’après le théorème 
(N° 5), que le poids des coefficients soit a, soit D pourra 
varier de 0 à mn respectivement. 

La considération seule de l'équation [5] nous offre encore un 
théorème relatif à la forme du résultant, qui mérite d’être exposé. 

En supposant n — m, les termes de la fonction R, qui se 
déduisent les uns des autres par l'échange des coefficients 
d’une équation [1] avec les coefficients correspondants (*) de 
l’autre [21, ou par l'échange des coefficients équidistants 
des extrêmes appartenant à une même équation, auront les 
mêmes coefficients numériques, précédés du même signe où 
du signe contraire, suivant que m sera pair ou impair. 

Il s'ensuit que, quand #2 sera pair, un même coefficient 
pourra multiplier quatre termes, tous de même signe, et deux 
positifs et deux négatifs, lorsque #7 sera impair. Cela ressor- 
tira mieux dans les exemples que nous donnerons plus tard. 

DÉMONSTRATION. Changeons à en 8, et réciproquement, ce 
qui équivaut à permuter ensemble, dans les équations pro- 
posées, les coeflicients correspondants; la différence a —8,, 
qui entre dans l’expression{[5] de R, deviendra B—a——(a—8;). 
Par cet échange, chaque différence qui entre dans R sera 
multipliée par —1,et R acquerra le facteur (— 1j”. Pareille- 
ment, changeons «@, f en à Ke respectivement, ce qui équivaut 
à changer entre eux les coeficients équidistants des extrêmes 


dans les proposées; la différence a,— $, se changera en" "7 Br, 
Ÿ Ho 
œi B; 
mm M - 
et comme a, b, se changera en a V”, la résultante R acquerra 
Mm M? 


x : s S 
| () Nous appellerons, pour abréger, correspondants les coefficients 
équidistants des extrêmes dans une équation. 


de même le facteur (— ts Ainsi, dans les deux cas, R de- 
viendra + R, suivant que #2 sera pair ou impair. 

38. On peut déjà se servir de ces deux théorèmes pour 
écrire facilement la forme littérale du résultant. Supposons, 
en effet, qu'on ait écrit sur une première ligne A tous les 
facteurs en & de poids p et de degré m; on trouvera 
tous les autres du poids complémentaire =? —#», en 
changeant dans les premiers le coefficient quelconque a; dans 
son symétrique &,,; et puis en changeant les coefficients 
ainsi obtenus dans ceux correspondants en b, on formera 
ainsi un seconde ligne B contenant tous les facteurs en b 
de poids g et de degré ml). IL est évident que les produits 
de ces deux lignes fourniront autant de termes du résultant. 
Maintenant si, dans ces deux lignes, on change respective- 
ment les coeflicients a dans leurs correspondants D, et ré- 
ciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B’et A’, la 
première en b de poids p, et l’autre en a de poids g, qui, 
multipliées ensemble, fourniront tous les termes du résultant 
de poids p en b. Les deux premières lignes À et B pour- 
raient occuper les deux côtés contigus d’un tableau, et les deux 
autres A’, B', les deux autres côtés ; et en supposant le tableau 
divisé en autant de lignes et de colonnes qu’il y a de termes 
de poids p, les petits carreaux correspondants au produit de 
deux facteurs & et b pourraient être remplis par les coef- 
ficients numériques respectifs, déterminés ou à déterminer. 
Alors le résultant se trouverait écrit d’une manière bien 


(*) Pour fixer les idées supposons m—3, et que le poids des termes 
que nous considérons soit 4 par rapport aux coeflicients de chaque équa- 
tion ; on aura les lignes 

À «jtias, aa, aa 3 A’ bobibs, bobt2, bib: 
B bobobs, D,03, 02, 3; B' aasas, dis, aida. 

En les multipliant verticalement ensemble on aura autant de termes 
de la résultante; car ils seront de degré 3 pour rapport aux coefficients 
a et b,et de poids 9 par rapport à l’ensemble des coefticients. 


De 

abrégée et sous la forme d’une série de tableaux, dont il ne 
resterait plus qu’à calculer les coefficients. Supposons, par 
exemple, mm — 3, m == 4. On trouvera, dans le premier cas, 
pour les termes du poids 4 en « et b, 


D, Pile Ds BR CR CE Et 0 
eee] le) 
TE _ Gael +4 )# 
Fe ET FD FE arte +2 | —à | +1 
Basin) | 
#1 


où l’on multipliera ensemble les termes supérieurs et inférieurs 
des colonnes avec les termes supérieurs et inférieurs des li- 
gœnes respectivement, et où les coefficients supérieurs dans le 
cas de n impair se rapportent aux coefficients supérieurs, et 
les autres aux inférieurs. On remarquera que d’après le théo- 
rème ci-dessus les coefficients dans le cas de m#—3 sont de 
même signe ou de signe contraire lorsqu'on passe des coeff- 
cients & aux coefficients D et réciproquement, tandis que 
pour #—=4 ils sont tous de même signe. 

Mieux éclairés à présent sur la nature du résultant, nous 
pourrons en toute sûreté passer en revue les différentes mé- 
thodes qui ont été proposées pour le trouver. 

39. La première méthode qui naturellement se présente pour 
calculer R, dont l'expression peut se mettre sous les deux formes 


LE 


[16] == = as (da ; us bo Ter éne Lie D à 


1 
n—1 n— 2 
(ba, + 0,0 de nu 


n nm —] n— 2 
(ont b, Mt tu 0, Ge + b) , 


ou 
” on m —1 | —? 
[1] R= D, (8 Has <a," "+... 
m m—1l m—2 
(a+ Has +...+ A) 


m | m—I1l m— 2 
(GP, Ta, Ta, os 10,2 
consiste à faire précisément l’un de ces deux produits, et à 
calculer ensuite, en fonction des coefficients de ® ou de w, 


les diverses fonctions symétriques des racines dont les formes 
générales seront 


p_q r EURE 
le Mari ou ZP, BB... 


et que nous avons appris à calculer dans le chapitre le. 

Mais cette méthode est extrêmement laborieuse, et il faut 
voir dans l’Analyse des lignes courbes, par Cramer, quels 
pénibles efforts elle a coûtés à ce géomètre pour arriver à 
déterminer de cette manière la fonction R, pour les cas même 
les plus simples. $’il avait connu les formules et les théorèmes 
du chapitre ler, ses calculs auraient été déjà de beaucoup 
simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu’on pourrait 
tirer maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce 
chapitre, des simplifications plus importantes et propres à 
la nature de la fonction R ont été proposées par les géomètres, 
de manière à constituer, pour ainsi dire, des nouvelles 
méthodes. 

Nous nous bornerons à exposer la méthode dialylique de 
Sylvester et la méthode dite abrégée de Bézout. Ceux qui 
voudront de plus amples développements pourront avoir recours 
à notre Théorie générale de l'élimination. 

AO. Méthode dialytique de Sylvester. Soient toujours p—0, 
y—0 (9,10), les deux équations données. Elles ne cesseront pas 
de coexister si on les multiplie par une puissance quelconque: 
de æ. Si, par conséquent, on multiplie la première par les 


EAN 
premières n—1 puissances de æ, et la seconde par les pre- 
mières m—1 puissances de æ, on aura les équations suivantes : 


æ D, 

T ot, 
226 

Porte D, 

gp==0; 

p—0; 
[18] : 
M — 

0, 

m—2 — 0, 

m—3 0, 

æwy—0, 

w—=0, 

d’où, si l’on élimine les #1+n puissances de æ, 
m+n—1l m+n— 2 m+in—3 
æ es HN UD 


on aura le résultant sous la forme d'un déterminant tel que 


CAR PSE EME US &,=; 4, = 000 UT 0 
Ode RAT: T0e TRE CLS SO MNORESSE 0 
OR OMS TR re DOS TR 
ONU RME ET CRE: 1e 
0000 CAE PR PRET CNT ER (et 
M 
DAUROSOR PONT OT T 4, & 
M— m 
119100, 0, D D RU 0 Ut 0 
VD ADD 10 UE 0 0 
000 Do D 0 --0 0 
0p0S5 Do n—3 PME ñn --0 0 
AT NN CTI Mb ab QT 


DO ROM NC ENT 


La D, ñn 


Es 


On pourrait seulement de cette forme du résultant déduire 
diverses conséquences importantes relativement à cette fonction. 
Ainsi, par exemple, on pourrait faire voir que, pour m—n, le 
résultant se décompose en produits de déterminants de la forme 
a, b,— b,a.. L'exemple suivant pour m—n—2, le démontre: 


4,4, 4,0 Cod, Os do 
L'ACTU bd, b, b, 0 . 
=— — (ab; — Abo) — (Q0bs— 405) (40e — Gad). 
D, 0, 0,0 0 a,a,a, 
005,0, 0, 0 Bb, D, 


Mais comme cela ne rentre pas dans le champ des re- 
cherches que nous nous proposons de faire, nous le laisserons 
de côté pour passer à la méthode abrégée de Bézout. 

AL. Méthode abrégée de Bézout. Soient toujours 


[201] p—a,x"—+ a, ARE T'AS Fa, ha, 0, 
BD y—0%,2"+0,a" +0,2" "+... +b .æ+b —0, 


et observons que, si p et w sont satisfaites, on aura encore 
A + uwy—0, À, u désignant deux polynômes quelconques en æ. 
Multiplions donc successivement 


la 1ère par 1à.2ème/par 
Do Go 
bia +, dot +@ 
Dot? +b,æ +D, QT? +418 +2 


RE De ne a ete mie re 5 lie ele) je ls) jétlellje Mens, 5) sie) s je us ‘él nie 1e 


a = = cz -9 “A 
Pr nd je ot lot Lo" +... 4, 


ro 
et ôtons les seconds produits des premiers; il viendra le 
système suivant d'équations 


ie, D'Un as a? æ ji 


! 


Gobi —@n Vos GoPa — 2 bo, ba —Qs Do, +. Gobm1— Am100  G0 Om m0 = 


CAVE ee UE Do, AU — (4 bo Col mt Do 
: Goba — (la Do, CC ONCE > By dns | 
VAUX FF Ca LR CAVE — 3 D, 10,91 — Cm 101 
BORA EURE TEE Re A NES , a0m—@mba =! 
Sa ont attne dadotcooueouce chaton sneecrersetrs res 


God; d; 0 grosses , à leon le ae ee delrste ‘ &; bn mb i — 
0; à; bi 

sors. poor este conso set Jets rentrer serres esse | 

obm— 00 UAUPS UE bi, Cab» Qm02 ss roses ses , Cp 10m— nm 1 


En général, on aura 
Co + De Be + +0) (ar + me" + ma + + a) 
— (ao + MD + ae + Ha) (a+ Da Bat LE), 


et l’on reconnaîtra aisément que, si dans le premier produit il 


; D CE AR 
existe un terme de la forme 4, b,æ" .æ * ilexiste certai- 
(2 


nement dans l’autre un terme de la forme 4 AM 
à ? 
de sorte que tous ces termes s’entredétruiront jusqu’au terme 


æ". Les termes qui restent seront donnés par la différence 


[281  — (bo + Be an D) (aa a ami Am) 


î i—1 i—2 —1i—] ENT 
+ QD He + QD Hs) (Bee D TE EE) 
—— ne 11. m—l td m—% ds 4" 
(ao di 41000" + 0h 4905, 200 2" + bi 305, 300 2 08, — ant 
bi 4i—di il big, ob 


+ab;,1—4@;,1b: 


ŒEpes 


nes Ee : m—l —2 3 
En éliminant les puissances æ7 ,æ 7 ,æ@ ,..., a des 


équations [14], la résultante sera le déterminant 


» 


Gb -@i do , Gba -Q2 bo ; Aobs -Q5 00 ; … ; bn-1"@m-100 > En-Ambo 


Gbs —@3 bo Gob; 7 b, @o b, —@, bo 
Gba -@a bo re ms aies pe nie A » Ubm-dnb 


24 l — Gb; 05 LA 
[ ] abs A UE ad : (ar 7 Un nos 4 vérdransat tes ss 0eesss ae ‘ 2 bn An0a 


CAUSE AU , by nb ° Cab m2 SAS mm mn bn-9 , n10m mm 


On aura en particulier, pour m—3, le résultant 


ob — 100 +  Ao02— Gb  ,  Qob3— sl 
[25] Gba — bo ; Pret >  ibs—@sb, 


Gb; — Gb; } 


003 —3bo . Gb: —Q3b, , G03— 4: 


42. On peut arriver à la même expression du résultant en 
posant avec M. Cayley 


x! désignant une nouvelle variable ; et alors on aura à con- 
sidérer l’equation 


[26] p(æ)w(z)—w{x)p{a) =0, 
qui devra être également satisfaite. 
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RD 


Or, le premier membre est divisible par &æ—#; si l’on fait 
la division par æ— x", il viendra un polynôme entier en œ' 


p(æ)w(æ1— w(x)p(4) 
T—Z 


[27] 


qui devra se réduire à zéro pour toute valeur de.æ'. Par 
conséquent chaque coefficient de æ’ donnera lieu à une équation 
de degré m—1 en æ, et l'ensemble de ces équations repro- 
duira le système [22], d’où nous avons tiré le résultant. 

On aura, par exemple, pour Mm=—3, 


(a+ a 2" + 02040) (be +024 b0 +0) (00540104 b:0+ 03) (452 +010 + 020 +0: 
æ— 


1 | (&ob1= dido) 22? (5-2) + (aobi- daby) Ga (2?-2?) + (abs &s bo) (2°-2°)7 
DD | abs- ad) ca (æ = 2) + (abs- ab) (a°- 2°?) + (&bs- asb)) (@- 4!) 
= 4"? | (&b1- 100) + (Go 02 = A2) & + abs asb | 


Fi Gad) L° + (God &3bo) & + a bs- + 
+ (@101= Gad) & 


+ 1 [tabs Q3 bo) + (@103- &3d1) + a1b:- sb | 
En égalant à zéro les coefficients de #4, æ!, 1, et éliminant 


æ?, æ, 1, on aura, comme avant, le déterminant [25]. 
4%. En général, en mettant les équations [22] sous la forme 


lo — ho a+ oi a+ Ào2 a+ htm —0, 
DRM Abe DU els DE A DU 
DU SS ? 


—1 —2 — 
(SE = ho 27 4 han DER gt EL lg m1 © = 0, 


l =) PA m—2 M—3 ; 
# > Fin at SAÀ 
“ m—1,0 m—1,1 an Norte kr m1 200) 


= 09 — 
Poe 5 m—1 m—2 
et en éliminant les m puissances æ  , æ ‘, .… æ, æ&° con- 


sidérées comme les inconnues, on obtiendra le déterminant 


\,0 Âo1 Ào,a SR Re Le À m—1 

À 0 Ai No le Mot 
POTRRR — ho LITE LE OT S À m—1 

Xn—1,0 An—1,1 Mn 1,2 CRTC RCA My—1,m1 


Ce déterminant jouit de la propriété d'être symétrique par 
rapport à la diagonale. 
En effet, on a, pour la valeur d’un élément quelconque, 
Le. RS Mae 00 -GrUw 
Rd RAT ED NT 0, a le 
Celle de l'élément \,, symétrique de celui-ci, s’obtiendrait en 
échangeant entre eux les indices 7 et s dans le second 
membre de cette équation, et l’on aurait 
À, = Gb,,,,1t LAON Os EU et ER 
LC ef PP pc en mc 2 
Supposons, ce qui est toujours permis, s>7; ce second membre 
contiendra en plus que celui de l'équation susdite les termes 
TOUS AN a D EL PP ELA DE 
MAT TT Dont e t b,_,4,,57 0,4, 1) 
qui se détruisent deux à deux. Ainsi on a hey 
prouve l'égalité des deux éléments et par conséquent la sy- 
métrie du déterminant. 
On déduit aussi de la forme générale de À, que le poids 
des termes est constant et égal à r+s+1. 


On peut obtenir encore, d’après M. Cauchy, les mêmes équa- 
tions [22], en préparant les équations proposées de cette manière: 


—1 — tn —Y—]1 : 
QD HET +. +a an —=—(a,,,2 +..+d, ta), 


Do LL Du ——-(b, ae +. ele Ce 


ce qui 


re 
En les divisant membre à membre, on trouvera 


a+ ah HOT Gud TE... Gn 18 T Gn 


boæ "+ D'ato ie Pas b, GE …_ b,.1 a tes RE 7 PT 2 bn 


et, en faisant disparaître les dénominateurs, 


(ae ae" La a) (6,2 +...4+b, +0, 


r+1 
1 _ +, 
(ba Er bella Go a, 2 ta) 


En donnant ensuite à l'indice 7 les m valeurs 0, 1, 2, 3, 

.., Mm—1, on obtiendra autant d'équations de degré m—1, 
qui coincideront avec les équations [22]. Il est aisé de voir,.en 
effet, que dans l'équation /; tous les termes de ® et de w 
contenant des indices inférieurs à 7 +1 s'entredétruisent. 

REMARQUE. En appelant A, le coefficient de À, dans le dé- 
veloppement de R, on te ‘en formant le déterninant 


A0 Aos1 Ayo vestes AG,m—1 
D ENT Aus À j,2 esse eee : 
A n—1,0 A m—1,1 À m1, sAsiefelte À —1,m—1 
m—] 


R'=R , comme l'on sait par la théorie des déterminants. 

44. Si. à l’aide de ces diverses méthodes on développe les 
fonctions qui représentent le résultant, et si l’on se rappelle les 
relations de symétrie exposées au N°[37],on pourra disposer, par 
exemple, les résultants R,, R, des fonctions ternaire et quater- 


naire 
(a, b, C, UNER y} 7 (a, b, c; d, eÿx, y)" 


(,9,r, SXx, y) , (p,0,r,s, tY%æ, y) 
ainsi qu'il suit sous la forme d’une chaîne de carrés : 


_ CU Le ea e pce gs 4 
== pqs —]|=E2 PE 

+ A 2 33 I 

+ +1 | 


me | 


tes 


qi rst? sit 


2: se a a nés be cde! de 
ke {End a _o|1] ps 
BI R=— : ++ Fe | + LES + D 
miles 
ie A pau de D de Das D a GA 
sr Motor Dai —1 ete, 
ge ali 2) ms) +il+el ti) 
+ 6 +224 A Ne 
FENES ARE 
gl ei de 
Ba ae be de mon Be nr route es 
Pas +2) 49/3) pal “ol ol 71 arl-+5)-2 51841] +3) 1 
22 43l-3 nl un 2 —8 41143 +211 
PR 3lalusl-s))] Le Ne 
5e +4l-3l 234 + qe 38101 
al lt, sie 
gs —2+1 Ds -+3)—1| 
7 } qe Sie RE 


pi pgst pr't q°rt prst g°s? gr?s 7° 
a2@| +6|—8|—4|+4|+4|+2|—4|+1 
ONSTEEUNS eee 
rLOPRN EM ETES 
mea il 2 No 
btce| +4|—1|—2|+1) 
&æ|+2|—1|+1 | 
bcd\—4\ +1) 


CEA 


ee 

Il faut observer qu’il faut multiplier ensemble les parties 

littérales supérieures et les inférieures entre elles respecti- 

vement. Par exemple, du 7 tableau R, on déduit que les 

produits ab'eqrst, bedepq?’t ont —3 pour coefficient numérique. 

On voit aussi que les coefficients numériques sont symétriques 
par rapport aux diagonales, comme cela doit être. 


DORA RD RD TT TE 


ie 


STE 


Propriétés des résultants. 


45. Les résultants jouissent de plusieurs propriétés impor- 
tantes, que nous ne pouvons pas nous dispenser d'exposer. 
Première propriété. Si l’équalion o(x) est de la forme 


[1] p (x) — 6, (x) 6, (x) 0,(x)..., 

on aura 

[2] R=—0,0,0,..., 

9,, O,, 0, ... désignant les résultants des équations 
8(t)—=0\, j6,(%)—=0) 0,(&) —=01 

ce 
wW(æ)—=07 \y(x)=0/ ° \y(x)—0 


Il suffit, en effet, de se rappeler qu’on a 
(4 R—p(2,) p(æ.)p(a.) ... plan), 
Li, Dr, ... &, étant les racines de l’équation w—0. 
Or, en remplaçant p (x) par le produit des fonctions 6, dans 
lesquelles nous la supposons décomposable, on aura 
[5] R—0,(x%:;) 8,(æ) ...0,(x,) 
03 (æ:) 03 (La) Ca 6; (æ ) 
0,(21) 63 (a) . . . 84 (æ,) 


Mais le produit 6,(x,) 6.(æ&,)...6,(æ,) n’est autre chose que le 


résultant ©. des équations 6, et w,; donc 
R=—=0)0;0 


19,020 
On concevra aisément ce qu'il arriverait si ® et w étaient 
décomposables en même temps en facteurs. 


[6] 


ne 


Ne 
AG. Deuxième propriété, Le résultant R de deux 


équations quelconques de degrémet n,telles que les équations 
œel w (pag. 71), satisfait à l'équation aux dérivées partielles: 


dR aR aR 
mag D (on —1) a Gun —9) a Gta, 9e | | 
aR LE open à CA 
M et (n — 2) d, mm Li 1e . 


Pour le démontrer, rappelons-nous qu'on à 
Ra D. D (a — 8) (a— B;) (os— 8)... ( 
(a, Th (a— B,) (a3— B2) . .. (a ME B,) 
(ay — B3) (da— Ba) (a3— Ba) - . . { 
x oe B,) (—8,) (as— 8, res pre B,)- 

Or, si dans les équations proposées on posait æ—x'+}, la 
résultante R ne changerait pas, car la constante A disparaîtrait 
dans les différences des deux racines. Appelons donc : 

AAA SE D ou DDR USER ED 
les coefficients des nouvelles équations en æ', dont les valeurs 
seront 


me? n 


A9 — do » 
UE raa sh, 
A —=a +(m—1)a nee datte, 


x m-1)(m-2 # \ S 
A,= a+ (m—2) ah- in lan _ Per 8) ah”, 
À, Cm al 18 Gp sh DER TE Écr ee 1 a h”, 
B, =, 
B,=0,—+ nb, , 
B, =, (re — 1) on + 2 ont, 


B,—0,+ (n —9) nie À pr: ie NS 


B,= 0,0 hr EE DRE PE 


DA 


00 
et supposons qu’on ait 


R=F (a, 4, 4x, ...,4,, Vos Vis Da... , D). 


n 


Le nouveau résultant R' sera 


A He DT 


m? 
ou encore 
LAN Lors » A +È& , A + dd ENS ar de, 
(BH bb ; Did , DH, , ... , D, bb |” 
en désignant par b@o, d@, -.., O0, d0,, ... les accroissements 
r 


A À 0 BD, B;—0,, +, Bu 


M 


qui résultent des égalités [7]. En développant alors R' suivant 
le théorème de Taylor étendu à plusieurs variables, on aura 


PMU aR aR aR 
Te EL — 
MAT. (mn Das L(m—2) a, de SE LS re = 
aR , , Tab es dh GES CEE 
No gg. - (n—1) RTL: (n — 2) Dog Fra VO ER 


Mais R’ doit coïncider avec R; A d’ailleurs est quelconque ; 
donc tous les coefficients des diverses puissances de k, et en 
particulier celui de la première, devront s’annuler, ce qu’il 
fallait démontrer. 

Supposons donc que la forme littérale du résultant R soit 
connue, ce qui sera facile à l’aide du théorème donné dans le 
N. 37, joint à la remarque qui suit; et supposons encore qu’on 
représente les coefficients numériques par des coefficients indé- 
terminés A,B,C,D,.... En substituant cette expression de R dans 
l'équation susdite, le résultat devra être identiquement nul; 
par conséquent tous les coefficients des nouveaux termes qui 
se formeront, devant se réduire à zéro, fourniront autant d'é- 
quations de condition, par lesquelles on assignera la valeur 
de coefficients indéterminés A, B, C, D, .... 


noie 
Soient, par exemple, les équations 


doX? + a,% + da —=0, 
D, a? + b,x + b, = 0; 


la forme littérale de leur résultant sera 


A (0,20? + 4,707) + B (a@:101b3 + &i@30o0 4) 
se C (God2b © . &i*05b:) en Dasa3bobs ; 


et l'équation aux dérivées partielles [1] deviendra 


aR aR aR aR _ 
2 (a +00) + qe + di gR 0: 
d'où l’on tirera les équations de condition 

A+B—=0, B+C—0, 2B+nC+D——0, 


et comme un des coefficients peut toujours être pris arbitrai- 
rement, il s'ensuit, en prenant À — 1, que 


do Or. CN D=—2, 
et alors le résultant sera 
(A0 0x — 200) — (4001 — Gi Do) (3 Da — Aa Du). 


4%. Froisième propriété. Zn appelant x la valeur 
commune aux deux équations proposées, on aura 


aR aR aR TA 
8 l:æ:aæ:a:..:x:: : : SR 
! a dam day lam_2 | da | 
dk TA aR aR 
9 Les mt tm ET aie : PEL Re 
PI dde A LT au 


DÉMONSTRATION. Supposons, en effet, que les coefficients aa, 
reçoivent les accroissements da, da; les proposées admettront 
encore une relation commune, si l’on a 


[10] AM Ne + 


) 


ra 
et comme dans ce cas le résultant doit encore s’annuler, il 
faudra que l’on ait aussi 


aR 
da, RE 0 


ces deux équations nous ne immédiatement la pro- 


portion 
aR x aR ARE US 0 
[11] Ur F MORE: ANR 
laquelle continuera à subsister lorsqu'on changera «a en b. 
De là le passage aux proportions [8] est de soi-même évident. 
CoROLLAIRE 1. De la proportion [9] et de son analogue en b 


on déduit la suivante 


n2] dR,4R.,dR,dR dRGR dRER _, 
dede, db, 4h!  dadén da, di 


équation qui subsiste en vertu de R—0, c'est-à-dire que le 
premier membre sera divisible pas R. 


+1 
CoRoLLAIRE 2. Puisque l’on à d'a — x 


, il s'ensuit que 


[12] HN use. nur 


et le premier membre devra encore être divisible par R. Ainsi, 
pour m—?, il viendra 


dRdR [dR\?. 
da day a) DE VS 


* CoRoLLAIRE 3. Remplacons dans l'équation w les puissances 
de x par les dérivées de R prises par rapport aux coefficients 
de æ qui leur sont proportionnelles; il viendra 


ar ar aR 
[13] a + Ur 0: 


Tb da 


Cette rt a lieu dès que l’on suppose une racine commune 
aux deux équations proposées ; elle devrait donc s’évanouir 
avec R. Mais elle n’est pas divisible par R, car elle est de 
degré n — 1 seulement par rapport aux coefficients a; donc 


m—n+1 m—n+2 


re 


elle doit s’annuler identiquement. Supposons, par exemple, 
mn, on aura les deux équations identiques 


CRUE aR AR 
[4] Go + Ugo + eg in ge US 

aR dR RU aR _)p 
HS] Do Gad Per “ AG Dr L D Tam ur 


AS. Quatrième propriété, Zn appelant x la valeur 
commune aux deux équations proposées [1] (page 71), on aura 


p"-1.. _R , dR ., 4 aR 
"ax DUR DEN dX,.0 


r,m—1 r,m—2 T,M—3 


À étant les éléments du déterminant [29] (page 21). 
Si, en effet, dans les équations [28] de la page 82, on sup- 
prime la ligne 7, on pourra, des »—1 équations restantes, 


; Rp RE 
tirer les valeurs dès m—1 quantités 7 , 2  , .. xt 
considérées comme des inconnues. Il viendra alors, par des 


théorèmes connus, 
aR y es ak 


eu TX m1 Fr, dk, ;-1 | 
et de là la proportion énoncée. 

Posons 

Ë aR 
US] , ec des 


la relation [17] deviendra 


n9] A. 2" "—A 
rm EX Ed 
On aura pareillement 
m—s' 
[20] À, mŸ _ À, 


Mais si, au lieu de la ligne r, on avait supprimé la ligne #”, 
on aurait obtenu 
(21) A, æ  —A 


r',m r'r 2. 


[22] À M—s 


[23] L'ARe nm. "1 
SH 
[24] re Ars À, ? 
d'où 
gt +$" RS 
[25] nd +S Asa ) 


par conséquent, toutes les fois que r'+s—7r—+s", il faudra que 


[26] À, Ar 
Ainsi, toutes les quantités A, dont les indices forment une 
somme égale, sont égales entre elles. 

A9. Cinquième propriété. La solution commune aux 


équalions p—0, y—0 est aussi une solution de l’équation 
[27] D 9. D,v = De .D,w—0. 


En effet, on a, par un principe connu de la théorie des fonctions 
homogènes, 

zDp+yDp—mp—0, 

C8] , 


LD yD v— ny — 0. 


Or, puisque les proposées s’annulent par hypothèse pour des 
valeurs de x, y différentes de zéro, il faudra que le dénomi- 
nateur commun de ces valeurs, ou le déterminant 

AN 
D ,w, D,,w 


= |) 


s’annule. Ce qu'il fallait démontrer. Ce déterminant se nomme 
le Jacobien des deux fonctions , y. 

Appelons J ce déterminant; on obtiendra encore la propriété 
qui suit: 

56. Sixième propriété. S1 les proposées s'annulent pour 
un système des variables x, y, les dérivées partielles de P, 
prises par rapport à chacune des variables, s'annuleront 
aussi. 


— 94 — 
On tire, en effet, des équations [28] les suivantes : 


( zJ=meDv—vD,r, 


el Ü yJ=mepD v—wD 9, 


et, en les différentiant successivement par rapport à x et à y, 
on obtient 


aJ 2 2 
D) orm pD,,u—vD,,® Ù 
ren ED "y—vD'p k, 

dy y y 
[30] 
CRIS Py—vD | 
aJ 2 2 
| TI +m | Dune 


Or, si par hypothèse p—w—0, on a encore, par le théorème 
précédent J—0; il faudra donc que 

a as 

dE aigu 

APPLICATION. Comme les dérivées ) an 

m—3, sont aussi de troisième degré, il s'ensuit que la ré- 
sultante des formes cubiques (page 84) pourra encore se mettre 
sous la forme 


, dans le cas de 


a b U d 

p q Lo s 
2(aq—Vp) S(ar—co) as—dp+br—cq bs —dq 
ar—cp as—dp+br—cq  3(bs — da) 2(cs—dr) 


%1.Septième propriété. Sidans les équations proposées 
p el w on subslilue aux variables (x, y) de nouvelles va- 
riables (u,v) liées aux premières par des équations linéaires 
telles que 
Br T—=pu +, 
V== p'u + g'v ? 
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le nouveau résultant déduit des équations transformées 
sera égal à l’ancien multiplié par une puissance du dé- 
terminant pq —p'q de la substitution. 

Mettons, en effet, les fonctions æ et y sous la forme 
[82 p—@(x—ouy)(x —0,y)...(x — a,y)...(x —a y) —0, 
[83] w— D (X — By)(X — pay). ..(æ —B,y)...(æ —8,v) = 0. 
Par suite de la substitution [27] les facteurs quelconques 


deviendront respectivement 


ag g'B;— 4 
(p— 0," (ue), @— Br) [u— _ ; 0), 


et les transformées d et Y de æ et y seront 


J Ge ou 
[34] o=aetr.p[u— _ ee v\fu— to). (ue) x 
'B 


! 9 "B:—0 Bn— 
[35] V=w(p,p) (u— as ro) Ce) ets) | 


Or, comme nous l’avons vu, le résultant R est le produit 
de toutes les différences ù,— 8 que l’on peut former avec les 
racines de æ et de w. D'ailleurs, cette différence quelconque 
des racines serait maintenant, pour les équations d et Y, 


Co A LC m1 


pag po (p—ap)(p—By) 


En revenant par conséquent à l'expression de R donnée au 
N. 36, en y remplaçant a, et b, respectivement par 4, (p,p'} 
et b,v (p, p'), la valeur du nouveau résultant R' sera 


L/L112 


DE D'OR, 


ce qu'il fallait démontrer. 


0 
ConoLLAIRE. Si dans @% et wæ on remplace la variable æ 
par LT 7, z étant une nouvelle variable, le résultant des 
nouvelles équations sera encore égal à celui des équations 
primitives multiplié par une puissance du déterminant pg'—p'Q. 
D2. Huitième propriété. Soient 


D—pp+av, = Dh 0 


deux nouvelles fonctions liées linéairement aux fonctions 


données ® et w; leur résultant R' sera égal à celui des 

fonctions æ el w muiliplié par une puissance de pq —p'q. 
En effet, chaque élément de déterminant à déterminants 

binaires, qui exprime le résultant R selon la méthode abrégée 

de Bezout, acquerra le facteur pg!—p'q, et le résultant lui- 

même le facteur (pg'— p'q)" 

CorozLaIRE. Lorsque æ et w sont respectivement les dérivées 


par rapport à æ et y d’une même fonction 


RS ES 


y + Te D pay, 
leur résultant est naturellement une fonction des coefficients 
de f. Or, si dans f on fait la substitution 

æ—p9X + aQY, 

y =DXEE q'Ye 
et que l’on appelle F la transformée de f, le résultant fourni 
par les équations 


HN = A, x'+ la, x 


CE CAE 
Xe DES ANS 
sera égal à l’ancien R multiplié par (pg'— p'o) (N, Cela 


est facile à démontrer en ayant recours au théorème pré- 
cédent, et en remarquant qu'on à 
15 


mn Sr 


af 
dy 
M He(ite(é) 


0 


IVe 


7 


Ainsi, pour toute fonction entière et homogène en x, y, tl 
existe une fonction de ses coefficients qui a la propriété 
de se reproduire, à un facteur près indépendant de ces 
coefficients, lorsqu'on y remplace les variables par d'autres, 
liées linéairement aux premières. 

Il est aisé de s’assurer que, dans le calcul actuel, cette fonction 
n'est autre chose que le produit des carrés de toutes les dif- 
férences entre les racines de l'équation donnée. C’est ce qu’on 
verra dans le chapitre suivant. 

Maïs elle n’est pas la seule; car, comme M. Cayley l’a dé- 
montré, toute fonction entière et homogène en æ, y admet 
une infinité de fonctions jouissant de la même propriété, dont 
cependant ! —2 seulement sont indépendantes entre elles. 

On trouvera les fonctions pour { — 2, 3, 4, 5 dans les tables 
à la fin de l’ouvrage sous la dénomination de discriminants. 

9%. Neuvième propriété. S7 dans les équations 


[39] p(x,y)—=0, w(æ,y) = 0 

on substitue pour x, y des fonctions quelconques entières 
et homogènes de u et de v 

[40] æ—G (u,v), y =H (u, v), 


le résultant des équations transformées Y et D sera égal à 
celui de ® et de y multiplié par une puissance du résullant 
des équations 


Giuv)=—=0, Hi Di==0 
DÉMonsTRATION. Faisons dans 
[41] P— dj(2 — dy) (x — ay)... (T— av), 
[42] tie v)(C y) (Xp y), 


la substitution indiquée. Les équations transformées d et w, 
seront, en désignant par TT la caractéristique d’un produit 


[43] b—an|G(u,v)—aH (u,v)], 
[44] W— 0,17 | G (u,0) — BH (u, v) |. 


Fai De Bruno — Théorie des formes binaires, 7 


pe 


Or, ces équations admettront une solution commune dès qu'il 
ÿ en aura une pour deux facteurs quelconques 


G(u,v) —aH (u,v) = 0, G(u,v)—BH (u,v) —0, 


c’est-à-dire, d’après le th£orème précédent, dès que leur ré- 
sultant (a — B}7Q s'évanouira. Nous sous-entendons ici que Q 
désigne le résultant des équations G—0, H—0, et g leur 
commun degré. 

Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, antant 
il y aura d'expressions, telles que (a — 8)*Q, qui en s'annulant 
exprimeront la possibilité pour les équations ® et Y d'avoir 
une solution commune. 

Donc l'ensemble de ces conditions, à savoir Q””R?, sera le 
résultant cherché, puisqu'il n'y aura pas de cas de solutions 
qu'il ne comprenne. 

Exempre. Soient les équations 


[45] p—= ax bay + cy? y— @'x+ Dry + c'y?, 
et transformons-les en d’autres ® et Y par les équations 


[46] æ = pu? + quo + rv?, y =p'u+ q'uv + r'v?; 

le résultant de et WY sera 

[47] 

[tac — ac) —(ab'— a'b) (bc'— 3'o)] Lip — rp'}— (pg— p'g)(gr'— ro") l 
CoroLLAIRE. Supposons que ® et w soient les dérivées par 

rapport à æ et à y d'une même fonction homogène f(æ, y): 


Le résullant de D'or D, Î sera une fonction des coef- 
ficients de f, dont une certaine puissance aura la propriélé 


de se reproduire à un facteur près, lorsque dans f on 
remplace les variables x, y par des fonctions quelconques 
entières et homogènes d'autres variables u et v. 

Telle sera, par exemple, la fonction 


(ad — bc) — 4 (ac — L?) (bd — c?), 
correspondante à la fonction de æ et de y, 
ax + 30° y + 3cxy? + dyi. 


Nous nous arrêterons ici pour ce qui regarde les résultants. 
Ceux qui voudront approfondir davantage cette étude pour- 
ront consulter l'ouvrage de l'auteur: Théorie générale de 
l'élimination. 
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CHAPITRE TROISIÈME. 


DISCRIMINANTS. 


54. On entend par discriminant le résultant des dérivées 
par rapport à chaque vartable d’une fonction homogène de: 
plusieurs variables. | 

Dans le cas qui nous occupe, le discriminant sera le résul- 
tant des fonctions 2. 7" 
Nous allons en examiner successivement les diverses propriétés. 

55. l°. En désignant par n le degré de la fonction, Le 
discrüninant est une fonction homogène de degré 2(n—1): 

DÉMONSTRATION. En effet les fonctions Te “e seront de 
degré n—1, et, d’après une propriété. connue, le résultant 
étant homogène et de degré n — 1 par rapport aux coeflicients 
de chaque fonction, il sera de degré n—1+n—1—2(n—1)} 
par rapport aux coefficients de ® qui figurent dans les deux 
fonctions. 

56. 2°. Le poids du discriminant sera n(n—l). 

DÉMONSTRATION. Il suffit de remarquer qu’en vertu du théo- 
rème (page 73), le poids, égal en général à mn, devient dans ce 
cas (n—1){(n—1); car les deux fonctions sont toutes les deux de 
degré (n—1); mais comme les indices de l'équation 2e sont 
ceux de la première augmentés d’une unité, il s'ensuit que 


le poids sera (n—1) (n—1) + n—1—=n(n—1). 


, d'une fonction homogène de æ#, y. 


— 101 — 


CorozLarRe. Le Discriminant aura certainement, en égard 
au poids et au degré, par rapport à la série des coefficients 


. NU Cars e Dre 
TO A PA 


= ee 
la forme Aa @ —+B. À étant un coefficient numérique et 


B une quantité qui s’évanouit avec les autres coefficients 
y, Be... je 

5%. 3°. Le discriminant D de la fonction p, ou le résul- 
tant des équations 


1] = 0, 0 


divisés respectivement par &, a. 
En effet, si l’on pose y—1, a, —1, l'équation connue 
dp GA) 
NP—= nil devient 


[2] Die sw (se 


en désignant par 49| &e que devient 2e lorsqu'on y fait 
d dy dœp 

== 0). 5 l'élimination de æ entre ® et ee 

produit CE æ, Pa--.P,..., Où par ®, On sous entend généra- 

lement la valeur qu Siren æ par la substitution d’une racine 

æ, de (22). Mais, si, par Me p==0, sr l’é- 

HE [2] nous donne np,— x ce 


se réduit au 


dy 
h da) 


(*) Dans cette démonstration nous supposons la forme æ écrite sous 
forme binomiale pour plus de simplicité. Mais on voit bien que le théorème 
a aussi lieu pour les formes non binomiales, puisque les coeflicients ex- 
trêmes ap, a, ne changent pas. 


10 

Donc, en multipliant les diverses équations (112,900) 
et en observant que n est un facteur numérique étranger au 
résultant, on aura 


. 


dœp do de. d p 


PPS D Te ile D 2 
0 Ar n(n—1) n—1 
ou, en multipliant des deux côtés par (— 1) DANE, 
nin—i) n—1 TS nn—1) n—1 , ap. dp 
(—1) a, PiPa-.P,..P, 1 (— 1) GO Mile DD, jy EME 


Mais le premier membre, d'après le N°37, est le résultant de 
P, (ee): d’ailleurs (—1) 


dy 
à , ; dœp do, n-l 
des fonctions 0. (=1)}206 


—] Fo . 
et que (—1)" æ,&,...æ,_, est précisément le dernier terme. 


(—l{n—1) n—1 40 r dœp 


F résultant 
; OP CT est le résultan 


(n—1)(n—1) 


ét puisque (1) ==) 


de l’équation (e)=0 c'est-à-dire a,, il viendra 


a ge — Discriminant. 


: dp\ ; 
[8] Résult. [o PÉ ŒUE Résult. (2, dy 


dy 
Par l'échange de æ en y, on obtiendra évidemment 


2 dp\ _ EME NES RE 
[4] Résult. (o, Fa — a, Résult. (es we) — Discriminant. 


En combinant ces deux équations on trouve 


dp :. ap 
& Résult. Le. A =4a, Résult. (o, 7e) : 


ce qui se peut démontrer directement; car le résultant de 
&œp PAS : n {do dœp à 
[o, ni se réduit au produit à, Ge). ar). … Pal où 
d 
par ee on sous-entend la valeur qu’acquiert la fonction (Fe) 
k 
. LE $ d ÿ 
pois æ—@,. Mais si par hypothèse p — 0, (2 )=0, l'équa- 
tion [2] nous donne 
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On aura donc 


n| dp dp\ =. hot nt ap do & p 
(ay) (a).(a8 Ce om a 


x —14p dp dœp 4e 
Observons maintenant que a =..." est pr 
é S q ETAT TR dre est précisément, 
- S oi ’ ; d 
d’après le N°37, le résultant des fonctions æ et 7 et que 


l'as ee …. a, a, est précisément le dernier terme de l'é- 
quation p—0, dont les a sont les racines ; donc 


= 


do 
Ps dx 


a, Résult. (o. | — &,, Résult. | 
Par des considérations d’un autre ordre on arrive aussi à 
trouver que le résultant [4] contient a, en facteur. Car, si 


l'on entreprend de trouver le résultant des équations 


il n (n—1 = 
pas L(n-lax  y— ce) A0 Y+...+a, , 


d 1 —2 n—1)(#7—2 =. 
Te + (n—2) a x” EE qu p+..+a,, 
par la méthode dialytique, il est facile de s’apercevoir que la 
première colonne du déterminant est divisible par &,. 

Un exemple éclaircira davantage ce que nous venons de dire. 
Le résultant des équations 


pau" 2%oy+cy—=0 , a + by 0 — TE 


D NE 1 DONT 1 2 G 
6. 1) ON ANNNNEES TA RON EE; 2 
D Ua 0 a b 0 a b k 

Or : , | est en effet le résultant des équations aæ+by—0, 


bæ + cy —0. 
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5S. Le discriminant est égal au produit des carrés des 
différences des racines. 
Ainsi en appelant toujours a,, &,..., 0, les racines, on aura 


[5] Abe) 2n—2 9 
Discr.—(—1) e a (a—0) (4—a,)...(a,—0,)...(a, _;—a,). 


DÉMonsTrATION. On a en effet 


qe] a, | (@— 0)... + (apte — 0). +.. | 
Par conséquent le résultant de , sera, d’après le N° 37, 
[7] ; 
n—1/d à ( n—1 
ad, Ne (re Ye (ae 5. LG—aa a) | Ga) —a)a 0). | 
teste : à : 
(DEN os) (ac) =n) (a 0) 


Or observons d’abord que cette expression ne contient certai- 
nement que deux fois la même différence a,— a, ; car une seule 
des parenthèses du second membre de [7] contiendra &, associée 
à toutes les autres racines, et une seule des mêmes parenthèses 
contiendra &, combinée de même avec les autres racines; donc 
la différence a,— a, n'y pourra paraître qu'au second degré 
comme dans [5]. D'ailleurs les deux expressions [5] et [7] ne 
diffèrent que par le facteur a,. Donc le discriminant, étant.le 
résultant [7] divisé par à,, en vertu du théorème N° 57, aura 
bien la forme [5], ce qu'il s'agissait de démontrer. 

D9, Le discriminant du produit de deux fonctions est 
égal au produil de leurs discriminants, mutlliplié par le 
carré de leur résultant. 

En effet, le produit des carrés des différences de toutes les 
racines comprises dans les deux fonctions peut se décomposer 
dans le produit des carrés des différences appartenant à 
chaque fonction, multiplié par le carré des différences des ra- 
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cines prises dans l’une et l'autre fonction. Mais ce dernier 
produit n’est autre chose que le carré du résultant des deux 
fonctions. | 

APPLICATION. Le discriminant de (x — a) f(x) = Discriminant 
de f(x) X[fKa)P. Si a—0, f(a) se réduira au dernier terme 
de f(x), et ainsi dans ce cas le discriminant de æf(x) sera 
= a X Discrim. f (æ). 
. Le discriminant de 


ar + an ya" y +... + BAUME CE 
est de la forme a,8+a, y, y désignant le discriminant de 
la fonction susdite privée de son dernier terme et divisée par x. 
Car, si nous posons a, —0 dans le discriminant, on doit 
obtenir le même résultat que si on faisait a, —0 dans la fonction 
proposée. Mais dans ce cas la fonction se réduit à 


" _ ' 
æ(aa" +a,x" y+..+a,_), 


. . . e] x r V2 2 
et le discriminant sera, d’après le théorème précédent, a, _.w. 


1 
Par conséquent dv nous représente bien la partie indépen- 
dante de a, dans le discriminant proposé. 

GO. Tuéorgme. Si les racines d'une fonction Î(x,y) sont 
réciproques, le discriminant est divisible par la demi-somime 
des coefficients. 

On pourrait démontrer cette propriété directement. Mais si 
l'on met le discriminant sous forme de déterminant, à l’aide 
dela méthodedialytiqued'élimination,on trouveimmédiatement, 
en sommant les lignes ou les colonnes, qu'il est divisible par 


f (1, = a+ na PE 0, +. .. 


wI- 


GI. Jusqu'à présent nous n'avons rien adopté par rapport au 
discriminant exprimé en fonction des coefficients. Mais d’après 
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Ja condition qu'il doit remplir par rapport au degré et au 
poids (N° 55, 56); il sera certainement de la forme 


AS a Er Per 


À désignant une coefficient numérique, qu'on peut déterminer 
à l’aide de l'équation [5], et la suite des termes après le premier 
contenant au moins un des coefficients a,, 4, ,...@,_,. Sup- 
posons à cet effet d'après M.Cayley que les racines g.8,... soient 
celles de l'équation æ"—1—0, et représentons par TT (a) le 


produit des carrés des différences (a— 8)? (a—}..., on aura 


n(n—1) 
n—] 


—1 


car la quantité entre parenthèse a 1 a +. .4$e réduira 


dans ce cas à rs Mais notons que si f(x) —(x—a)(2æ—8).., 
on à f'(a) = (a—8)(a—Y) . .., f’(8) = (B—a) (B—Y)..., etc.. 
et par conséquent | 

n(n—1) 


EN MOBRUE 


Dans le cas actuel ,f’(x)==nx" : donc 


et To) =mi) 1) 
donc enfin AT . 


Par conséquent la relation [5] deviendra 


n(n—1) 


(aa)? (ao)... (a, —0,)=(—1) 2 nan an +...) 


0 
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et si on adopte d'écrire 


Ê ds n—1 n—1l 
Discriminant— A—=a, 4, +..., 


on aura 
n(n—1) 
” 


T(f—(—1) 2 »n°'A. 


On pourrait ajouter maintenant beaucoup d’autres propriétés 
des diseriminants; mais nous nous reserverons d'en parler à 
propos des iuvariants et des covariants. 


CHAPITRE QUATRIÈME. 


FORMES CANONIQUES. 


G2. THéorÈME. Une fonction homogène à deux lettres de 
degré quelconque impair 2n—+1 peut être réduite à la forme, 
qu’on appelle canonique, 


D Get) + (Ben) + Hu 


par la résolution d’une équaiion de degré n +1. 
DÉMONSTRATION. Soit 


[2 
on+1l, 22+1 2n (22+1)2% 2n—]l 2n+1 2n On+1l 
à nm nee ee er 7 en US 
une telle fonction, et soit 
[3] 


2i(etav)"" +n(atay) nf)" * +, (+0, rt} 


sa forme canonique, forme à laquelle peut être toujours réduite 


l'expression [1], en posant Y—B;u, y—8,0 ;. ART 


2n+1 2n+1 2n+1 
B 15 B = D — 


1 2 2,22 n En) 


14] 
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on aura les équations de condition suivantes 


+ Ps + D, 


D HP  +P 
Das Pate —+Dsûs 
po ns —+ps, 
pa? Le + Ps a 
paorti parti Hp,an+l 


en pe 


| F3 “tie re dm +-D. grip af 


TT Da, DES 1j 
. 
COPA ep, 0 


+ ar LA ñ 
Pa Pé TPutn 
Lg … + D. a n+1l 


2h 2h 
Le. a 2 so A G Pre mn. 
Er . an * Mg 


DE Re = UTE 
l —E 

M DTA AT 

NP as 


nn mt 
2 210 de FF: Les 


a*+1 = 
PRE n+1 08 


2n+1— 
TP, Tan. 


Les équations, étant au nombre de 2n+2,.sont propres à 
déterminer les 2n +2 inconnues p et a. 
Éliminons p, entre les n + 1 premières équations; il viendra 


Pa NPC SMS | 1 
y Ce g +. € 7 d, 
es 2 2 2 
DRE da ve de |, A)“ 
ñn 11 ñn Fd 
PAR TR TT st 1 


1:71 
(62 (54 
ex n+1 
2 
3 SE n+1 |; 
a nn 
3 n+1 


et, en supposant que le déterminant soit de la forme 


A—AÀ,.1+A,0,+ Aa + Asaf+...+A a, 


on pourra généralement poser 
5] D,= Auto Aa Ash... Aa. 


Éliminons ensuite p,0, entre les n+1 équations qui suivent la. 


première ; il viendra 


d: 1 
Ua a, 
ae 2 
AD,a; — ds 2 % 
nm 
a FE ci 


n+l 2 3 


ñn 
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de sorte qu’on aura encore 
[6] Didi Ati Aid + AUS ie + br 


On obtiendra pareillement 


[7] Da Apt Ads Asa, ur À,4, 0 ; 
et enfin 


' l 
[8] PC OE A AO D ET A0, 


On aura donc un système d'équations au nombre de n +2, 


0 + Ado HA +A +...+A a, —0, 
! | ee 
en un ue. lu leu À ,4, 1 —0;, 
PA Ge ERA Re. +A,a,., —0, 
r n+l 
—— ue Ale. — 
\ TUE Ait Aro Aû st es ME À lon 0, 
entre les n 1 rapports 
À À; A2 =, 
DIR EE ER Er 
Il viendra donc simplement l'équation 
n+l n n—1 n—2 2 
1 de el 44 a, 1 
AS Ge CT GS CRU ga Fo 
[10] n+r n+l n an ® VE UE a; 0 
HAE? 
Ge Ces CE 7 c++ da da 
a (2 } 
Pn+l èn GAS LEE RDC GS Par GP 


dont les n + 1 racines détermineront les quantités o, et alors 
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au moyen de nos n—-1 premières équations [41 on déterminera 
les quantités inconnues p. Il sera alors facile de passer des 
quantités p et & aux quantités B, y, et le problème sera 
entièrement résolu. 

63. APPLICATION le. La forme cubique 


[11] AoL+ 30, 2° y + 3a,&V° + a," 
pourra se mettre sous la forme canonique 
[2] Pa (@ + ay) pa (@ + ay)? 


où 0, @&,, Pi, PA Seront déterminés par les équations 


CE os | 
3 3 = 
n3] Put |—0;, [14] Pit … Ke) 
; Pit Drtr — Ai. 


En posant maintenant 
— 
æ+ay—=x" VD, Pa 


3 


[5] _ 
x + 29 VI EUR 


l'équation proposée devient 


ne] | (2) +120 


Mais des équations ci-dessus, en posant = —z3 et ? désignant 
une racine cubique de — 1, on déduit 


P2 
1+,)/2 
l; 
[7] 23 Hot a —(a— 0) VPN (= sn 
pVpa—Vm 1—P|/ 2 
Pi 


En posant pour le moment = on voit que 


1+p_(1+p}) (14%) (1+p2%) 144 (p+1+p°)+p(p+1+p°) — 75 A 
1 ph (1—pA) (1+4)(1+p4) ne 


= 2 
1+ph 14 2%p+2%p— hs, 


MERE pr 1+% 
de sorte que 
Pa 3 37 ho) 
PRE Mn _D—m+2Vnm(oVn+pVr) 
r LE Pi+ Da 4 


112 
- à Pi 
et alors l’équation [17] devient 


3 is ES. 
23 + En = [rm Pa +2 VPiP (p Vpi+ p° Vp) | ; 


8 vo 3 
ne FEES, Vpip, (pVp,+p° VD); 
0 


3 3 
[18] A23=—4— V Aya — à (p Va auras ay). 
Car, en appelant A le discriminant 
19] (Go43— &3@3) — 4 (a,43 — A3?) (Go 4x — Q 3°) 


de l'équation canonisante [13], celle-ci nous donne 


os — did + VA Gots— Gi — VA 
[20] a — 4 1 Lx — b 2 
2 VAE (Al ) 2 (@y42 — &1°}) 
Goa3— dia VA 
a à, = a ? di Be ; 
A2 — Qi dot Qi 
__ Gi Ao Qi — Qi 
Di TRS ? Da= — ——— ; 
di — 2 (+ Fr 2 
24 — Qn (a; + ©) Col — 2 
p Dit D De "7" — D rAeue 
+ 02 di — > ? 119 à (ay — 2)? 


Observons maintenant qu’en posant 
À — 3 4o@its — y A3 — 24 , 


Ab A A +œVA 
OA ET ET QG ee TOM ENS 
1 o M 2 (dy 42 — ar?) $ 
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et alors il viendra enfin 


2—— 8 UE ya p VE +0 Va 


de sorte que les trois racines seront 
[ 3 - - 8 L = 
4.= À Ni ! FE 
GA — a+}/3 A +3 Ur 


7 A @ VTEX dti © À ñ Go = 
BI] | az——a, VE + EE 


2 LR ENCEA VERT — + VA. 


Telles sont les formules données par Eisenstein dans le Journal 
de Crelle, Tome 27, sans démonstration. 

Lorsque l’équation cubique prend la forme connue æ°+pa+ q—0, 
il suffit de faire dans ces formules a,—1, a,—0, = ; 
a;—=gq,etalors on a 


it. ga-Vrss 
‘et on trouve, en posant R— £ + _ ) 
3 : 3 
15m: VI Re, 
3 3 


formules qui coïncident, par le changement de z en — #, ou 
de g en —gq, avec les formules connues. 
Sous la forme de quotient, on trouverait 


8 8 
Val At VA np l'a aVA 
Va+aVA+p vs a VA 


Fa pe BruNo — Théorie des formes binaires. S Sn 


2 (doda— @4?) 7 + os — Ua — 


— ]1l4 — 
GA. ArpzicarTion 2%. Soit l'équation 
p22]- ax Æ 5bæty + 10cæy? + 10 dxy? + 5e" + T° — 0, 


qui, d'après le théorème démontré, peut toujours se mettre 
sous la forme canonique 


[23] p (æ@ + ay) + q (œ + By) + r (x + ty) —0, 
| où o, 8, Y sont les racines de l'équation cubique 
[24 Aa + 3Bx?+3Cx+D—0, 


À — ace - 2bcd — ad? — eb? — C®, 

3B=— acf + bce — aûe — Lf bd — cd, 

3C— adf + bde — bcf— ae +c'e—c®, 
M D Hdi 2cde — be c'f— Gp, 


2] 


équation à laquelle on arrive en partant de celle de la forme 


OR NT RS 

6] a b C d …, 
b c e / 
CRC f 


commune à toutes les équations qui servent à canoniser une 
fonction homogène de degré impair à deux variables. En dé- 
terminant p, q, r par les équations suivantes, qui lient les 
coefficients de la transformée canonique à ceux de la proposée, 


Did neue 
[27] DI+GBErT=D, 


PÊ+ GB Er Ye, 
on trouve 


_ ABY—b(B+Y)+c  __ aay—b{a+y)+e aap—b 
28 (a+B)+c 
= Ba) por e 


Posons maintenant 


[29 Ps nn ces __ U(a—y) +0 (8—y) 
(a—B(B—vi(r—0) Po HET ai 
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On verra aisément qu’alors on peut donner à l'équation [23] 
cette forme 


0] er to top too, 

ou F 

[31] lu+ motn(u+v)—=0, 

en faisant 

€ r k 

(#1 ei er re 
l m 


En posant encore À — Se la forme canonique [31] 


n° 
prend encore cette forme 


[33] Au + pos + (u + v}—0, 
sur laquelle nous reviendrons dans la suite. 

Aïnsi, si l’on observe que le déterminant dela substitution [29] 
est l’unité, on a déjà ce résultat remarquable, qu'une fonction 
de 5° degré à deux variables peut toujours, par une substi- 
tution linéaire à déterminant 1, être ramenée à la forme 
définie par l'équation [33], ne contenant plus que deux 
paramètres. 

6%. La réduction générale des formes de degré pair à la 
forme canonique présente de grandes difficultés. Nous nous 
bornerons à présenter aux lecteurs celle des formes 4° et 6° 

Soit 
[34] am + 4Aba2y + 6cx°y° + 4daxy* + ey* 
la forme de 4 degré, et 
(5)  p(æ+ay)+a(x+8y)+6r(x+ay} (x +By) 


sa forme canonique. 


(*) En posant D l’équation [31] devient luÿ+mvÿ-n{u+v)—0, 


où luSÿ+mv+nwo—0, si l’on suppose w+v—+awo—0. C'est sous cette forme 
que quelquefois on présente la forme canonique de la forme quintique. LA 
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On aura, pour déterminer les 5 coefficients 2,4,r,a,B, les 


5 équations de condition 
p+a+6r—a, 


| Apa+qB8+—3rs—Ù, 
[86] pa+ qB+r(s+?i)ec, 
pa gB+3rst—dà, 
poi+ gBiL6ri—e, 
en posant S—œa+$, {—a8. 
Éliminons p, q entre les groupes (1,2,3; 2,3,4; 3,4,5} 
de ces équations; nous obtiendrons 
(a — 67) t —(b —3rs) s + Le —r (s®#26)] EUR 
(&—3rs)t—| er (s'+24)]s+d—3rst—0, 
Le—r(s+20)]t—(d—3rst) sLe—6r®—0, 
qui se réduisent aux suivantes | 
at DS Ec—r(8t—2s) —0, 
[37] bt—cs+d—7r (4st —s5) —0, 
ct— das +e—7r(8i—25t) —0, 


ou encore, en posant À—=—#7(8{—25s?), à celles-ci 
at—bs+c+)—=0, 
À 
[38] pt—{o—$)s+a=0, 


(CHNi-as+e—0. 
L’élimination de s, é entre ces équations fournira l'équation 


&, D, c+x 
Ge EG 


ONCE 
CRIE 


À 
[39] D, Ce, à |=N—A(ae—454+3c)+2 
EN, 69 "G 


= 0, 


Au ee des racines |, À”, \/’ de cette équation on obtiendra 
la solution du problème. En substituant en effet l’une quel- 


hr 


conque d’entr’elles dans deux des équations [38], on obtiendra 
les valeurs cherchées de s et #, et alors au moyen de l’équation 


2—s3+i—0, 


on obtiendra finalement les valeurs de a et 8, d'où par les 
équations [36] on aura celles de p, q, r. Ainsi le problème 
sera complètement résolu à l’aide de la résolution d’une é- 
quation cubique et d’une équation quadratique. 

Il est évident que de la forme canonique [35] on peut passer 
à cette autre 


(fe + qu) + (ee Ru) 60 (a + qu) (hœ + Ry) 


par une simple transformation des paramètres p, Q, a, B, 7. 
Si maintenant on pose 


n=/L EU, v—=hx+Eky, 


on en déduira que toute forme biquadratique, par une simple 
transformation linéaire et par la résolution des deux équations 
de 2° et de 3° degré, peut se mettre sous la forme canonique 
réduite 

u+ v+Guuive. 


Or, en égalant à zéro cette forme, ou en ayant égard à son 
équivalente 

u \{ u \2 

(5) + 6u a) 1 = 0, 


on voit qu’elle est résoluble algébriquement. Ainsi la transfor- 
mation en forme canonique peut servir à résoudre les équations 
de 4° degré. 
GG. M. Sylvester, à qui l’on doit l'élimination ci-dessus, a 
réussi aussi à trouver la forme canonique pour le 8 degré. 
Soit 
[40] a,2%+8a,ry+%8a,y+56a.2"y"+-10a,2 y" +564, y +280 2° . 
+ 8a,20y"+ a3y° | 


pie 


cette fonction, et 


(p,a+av)+(p,2+ qu) + (0204030) + D40+q10) +70€(pix+ 419) (D:T+ day)" 


| X (Da 2 + gs) (Pat + gay)”, 
ou mieux encore 


[41] 
Dile+hy) Ep (etny) + pets) pi (eh) 70m(x- AY} (a+ hay)* 
(ty) (x + y). 


Posons 


(9) (eu) (eA y) (eg) = at says ep Es ag sut = 
ON 128 912..8 0 
CUS CES 1.23...8 


dans la fonction T?. En comparant les coefficients de la forme 
[401 avec ceux de la forme canonique [41] on aura un système 
de 9 équations, dont le type sera 


X par le coefficient de 27° 


PAM + Pix Dh + pk +Mm=a,(i—0,1,2,.….,8). 


Éliminons p,, Da, Ps, P, entre ces 9 équations prises successi- 
vement 5 à 5, en commençant par les 5 premières et en 
finissant par les 5 dernières; on obtiendra les 5 équations 
suivantes 


DS 5 — aS 3 Asa — Qi AsSo — M Ne=0, 
AS; — Ass AS — 581 AS — M N3—=0 , 
| AS — Sa ASo— Ait GrS9—MN,—=0, 


Si — OS 3 A68a — A8 + So — MN, = 0 


se 84 — 83 AaSa— AS + diSo —MN;=0, 


[42] 


où pour abréger on a fait 
N,= M,s,— M,ss+ M,s,—M,s,LM,, 
N—=Mis,— Mess M:sa— Ms, M., 
N= Ms,— Mss+ Ms, — Ms, M,, 
N,= Ms, M,s;+ M,s:— M,s,+M,, 
N= Ms, Ms,+ Ms M5, M.. 
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Maintenant si on développe T?, on trouve 


; 
M0, Ms, Mbs+ist, M— D Si D sis 

; D 5 Dre 
M,—25,+25,5,+ 5, MS SiSit 9 ass ; M5, + à Sa» 


M; — _ SR MU Sie 


d’où l’on déduit 


A 


N,=725,— 185,5,+ a : 

: 9 
ni e D 83 +5 

1 RSS PAS + ie = < 


4 


22 


N,= 185,5, — : sn Sa".85) 
Ne 725 —185,s;.5,;-LGss, 


2 


et aussi, en appelant I l’invariant. quadratique de T (*), 


N,—72.1, Nil, Ne 1 Nr 1 D 


Posons maintenant em: 
les 5 équations [42] deviendront 
Aya GS 3 28 — As8y + Ai À — 0, 
AS — Aa 3 + A38a— (a+ n s,+ a; = 0, 
AS a+ LE Sas a 0, 
ITS (a Pres à 83 As8a— Si A3 — 0, 
(ai À) St diSa— 82 — Q781 + Ge 0 ; 
par conséquent l’équation qui fournira À sera le déterminant 


ü a, da Us dy —X 
| À 
di da ds 7 ds 
À — 
[42] ds ds de As ti 0 
À 
VA diTy ds d d; 
(7 d; de d; ds : 


(*) Voir au chapitre suivant, page 123. 
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équation qui fournira 5 valeurs de À, et par suite 5 systèmes 
divers de solution du problème de la canonisation de la forme 
de & degré. , 

M. Sylvester a réussi aussi à résoudre le même problème 
pour la forme sextique. Mais son analyse assez compliquée 
peut être remplacée maintenant par une méthode plus expé- 
ditive donnée par Cayley, que nous donnerons ailleurs, et par 
laquelle on aurait pu tout aussi bien résoudre les problèmes 
ci-devant pour les formes de 4e et de 8 degré. Ce n’est pour- 
tant que pour une forme spéciale canonique des formes de 
degré pair qu’on trouve l'équation canonisante, et alors celle- 
ci prend la forme des canonisantes [38], [43]. 


RSS 


CHAPITRE CINQUIÈME. 


DES INVARIANTS, 


Re 


Propriétés des invariants considérés par rapport 
aux coefficients de la forme. 


6%. Nous allons maintenant entrer dans l'exposition de la 
partie la plus intéressante de la théorie des formes binaires, à 
savoir la théorie des invariants, qui doit son existence aux re- 
cherches faites dans les 30 dernières années par les géomètres 
Cayley, Sylvester, Aronhold, Hermite, Brioschi, Clebsch, Jordan, 
etc.,et son origine à un mémoire de M. Boole. Dans cette étude 
nous entendons suivre de près le développement historique de 
la science et fournir aux lecteurs tous les éléments nécessaires 
pour se rendre compte des découvertes des savants jusqu'aux 
derniers travaux des géomètres allemands, que nous ne pour- 


rons que laisser de côté, car cela nous entraînerait hors du 


champ d’un cours ordinaire d'analyse. Cela seul d’ailleurs 
suffira, et c’est là tout notre but, pour mettre les élèves à 
même d'étudier avec succès et sans fatigue les ouvrages 
mêmes des Auteurs que nous venons de citer. 
Soit la forme 
1) n—1 


7 \ nt fl nm (n— } D à mL 
D] A&,yi=a® +nain y ar + na, La 


ou, sous la forme abrégée de Cayley, 


nn 
Fr (&, y 7) — (44, UE 220 a 1°? a) (æ, 1) 


n— 
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Posons 
x = pX + qY 
. y=PX+AY 
f{æ,y) se changera en 
[3] 
1 rN— -]) -n—2 72 -sn—1l 
FOR Va XXE mA XV" AY”, 
A5 A4 À, ..., À, étant les nouveaux coefficients de la trans- 
formée, qui seront évidemment des fonctions des anciens 
coefficients @o, di, Ga, . -., @,, et des constantes p, CANON 


la substitution. 

68. Soit maintenant ® une fonction rationnelle et entière 
des .coefficients &,,&@,,@,....,@., et ® ce que devient cette 
fonction lorsqu'on y a changé respectivement 


Ag Las Bas À, en RLEEP ES 
On dira que æ est.un invariant de la fonction proposée f(æ,y), 
si l’on a 
[4] De (0! = p'0}#P 


u étant un nombre entier. Ainsi 

Un invariant est une fonction des coefficients d’une fonction 
donnée telle que, si dans celle-ci on change les variables en 
d’autres par une substitution linéaire, la nouvelle fonction 
formée avec les nouveaux coeficients résultant de cette 
substitution sera égale à la première multipliée par une 
Puissance du déterminant de la substitution. 

Cette définition de l’invariant, une fois admise, suffit pour 
en trouver toutes les propriétés. 

Pour bien nous faire comprendre, nous donnerons d’abord 
quelques exemples pour montrer comment les choses se passent. 

Pour n—2, on a l’invariant 


Uyd3 — A : 
c’est-à-dire qu’on aura 


AoÂ2 — A (pq — p'a) (Gode — @°). 
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En effet on n’a qu’à substituer pour A,, A,, A, leurs valeurs 
A—=@p°+2a,pp'—+ a,p"?, 
A, 450 + @,(pq'+2'Q) + da p'a', 
A;— &@9 + 2a,gg' + a,q”?, 
et faire les réductions nécessaires pour retrouver l'identité. 
De même, pour n—4, on a l’invariant 
a, — 4a,a;+3a; 
et l'équation en effet 
AjA;— AA A,+3A.—(pg —p'a) (aa, —4a,a,+3a 


deviendra identique après avoir substitué pour A,,A,,A,,A.,A, 
leurs valeurs : 


A,—=4@,p"+4a,pp+6a,pp?+4a.,pp"+a,p"* (©), 
Aa p'q+ai(pa-+-3p°p'a)+-3a,(p°p'a+p"pa)+a.(0%a+3p°pa")+a,0"q 
As Q9D°Q° 5 20,(D°99' DD) aa (p°a°-4pap'a + pd) 

+ 24a,(p°g0"+-pp'g"°)+a,p"a", 
À,=@0°p+-a,(g°p"+-30°0"p)+3a,(0° gp +-4"qp}- di ny }+-34a,g"p"!, 
ÀA,—0,09" + 40,9 +64a,0q"+4a,qq" + aq". 


Ces exemples suffisent pour montrer qu'avant de procéder 
en avant il est de toute importance de savoir comment en 
général les nouveaux coefficients sont liés aux anciens. C’est 
ce que nous fournira le théorème suivant : 

G9. Taéorime. Les nouveaux coefficients A,,A,,..….,A, sont 
des fonctions homogènes de degré n par rapport aux con- 
stantes p, q, p',q' de la substitution, et linéaires par rapport 
aux anciens coefficients 45, 44, &, . .., à. 


ñn 


(*) Suivant une notation heureuse de M" Cayley on pourrait écrire 
A0 (Go @is das Ass 5) (p, D), Ai (ay n...,)(P, PP (Ra) 
A9 (Go is +, 3) (pP;P')° (9 gd} A3 (Gps Ge. @) (p,p')(g, g'}° 
A4 (dos 5 ++.) &s) (9, 9). 


re 

DÉMONSTRATION. Évidemment la fonction proposée étant ho- 
mogène et de degré n par rapport à æ, y, elle le sera aussi 
par rapport aux nouvelles variables. Mais comme les constantes 
?, 4, D’, q' sont associées aux variables X, Y, elles ne peuvent 
que suivre les divers degrés auxquels montent ces mêmes 
variables, et puisque le degré de celles-ci considérées conjoin- 
tement est constant et égal à n, il en sera de même des 
degrés des quantités p,q,p',q'. D'ailleurs la substitution 
n’affecte nullement les coefficients @,, &,, ...,&, ; ainsi ceux-ci 
figureront toujours linéairement dans la transformée. 

On peut maintenant se proposer de trouver la valeur générale 
d’un coefficient transformé quelconque A. Observons à cet effet 
qu'on à F—/f[px<+aqy, pœ—+qyl; et le coefficient A,, © "est- 


. ; ui 
à-dire le coefficient de æ" y sera encore celui de {2} ou 


n— 


de É , Selon que l’on divise f par æ° ou par y". Par con- 
séquent, en observant seulement. .de mettre F sous la forme 


f|r+al p+a (x || ou rla+r(®) ,a+n(?) | 


et en s’aidant de la série de Taylor, on aura indifféremment 
les deux expressions suivantes pour la valeur des coefficients 


«Le (2) ou de 2): 


n(n—1)...(n —i+1) EL il d NU 
1.2.3... ins (azra ap ) (D, 2), 
D (n—1)..(é +1) ,: = ] Pare A7 en L 
1.2.3..(2—i) io. (1) (2 dq r D . f (a, a) 
d’où enfin 
ee Il d NAN MERE 
I de n (n—1)(n—2).. nee a ap ra (D, D), 


] Fo a 


= 2 _ , 


(*) Comme nous avons déjà remarqué pour n—4 on pourrait écrire 
généralement 


À; ce (Go is Ans ve, An _ js an) (p, p' ea (Da h Ô 
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#0. Tagorime. L'invariant @ est une fonction homogène 
par rapport aux coefficients de la proposée. 
DÉMONSTRATION. Si l’on fait la substitution 


TAROT, 


chaque coefficient 4, deviendra ah", et chaque terme par con- 
séquent de l’invariant contiendra en facteur une puissance de X 
exprimée par n fois le degré de chaque terme. D'autre part, le 
déterminant de la substitution étant dans ce cas k?, il faudra que 
par définition l’invariant transformé de(a,,a,,4,,.…., a) soit divi- 
sible par une puissance déterminée de À, ce qui n’est pas 
possible à moins que À ne figure partout au même degré 
dans chaque terme, c’est-à-dire, à moins que l’invariant ne 
soit une fonction homogène par rapport aux coefficients de 
la forme. | 

SA, THÉORÈME. En appelant r le degré de l'invariant 
et À le déterminant de la substitution, on aura 


nr 


[7] | D=— A. ®. 


DéMonsrTraTion. En effet ® étant de degré 7 par rapport aux 
nouveaux coefficients, et ceux-ci de degré n par rapport aux 
constantes de la substitution, ® sera de degré nr par rapport 
à celles-ci, comme nous avons déjà observé ci dessus. Mais par 
hypothèse o—A". ®, et les constantes dans le second membre 
sont au degré 2. I1 faudra donc que 2u—=nr, d’où He 

Nous appellerons, d’après M. Hermite, indice de l’invariani 
cet exposant du. On pourra donc dire que l'indice est égal à 
la demi-somme du produit du degré de la forme par le degré 
de l’invariant. 

CoroLLaIRE. Sÿ le degré de la fonction est impair, celui 
de l’invariant doit être pair. 
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#2. Tuñorëme. Le poids de l'invariant est constant et 
> a Mate 
égal à es 
Ainsi en appelant | 
6 Bu Car Ch ee 
les exposants, dont sont respectivement affectés les coefficients 
os Lis Gas + + +) &, dADS chaque terme de l’invariant, on devra 
7 


avoir la relation suivante 


nr 
[8] 0.e+-1.8,+2.8+...+n.e, = 
Démonsrrarion. En effet faisons dans f(æ, y) la substitution 
æm—X +0.Y, 
(9) = UNEENTe 


on aura par ce qui précède 
nr 


D—a?. ®P. 
Mais par cette substitution les coefficients de /{#,y) sont devenus 
PE RS ET CN LL 


Par conséquent, si A A“ Cher .. An est un des termes 

1 . 2 (< . .r 
de ®, ce terme sera l’ancien ae ai a?...a»" multiplié par 
Del er re res 
A0 ANA ER et comme ce facteur doit être commun à 


tous les termes afin que @ puisse se reproduire, on aura 


0e,+l,e+2,e,+...+ner 


D — À 


En comparant avec l’expression précédente, il en résultera 
la relation indiquée [8]. On en conclut que le poids est égal 
à l'indice. 

23. TakordMe. L’'invariant, au signe près, est symétrique 
par rapport aux coefficients équidistants des extrêmes (*). 


(*) Nous appellerons une fonction symétrique par rapport aux coeffi- 
cients lorsqu'elle ne change pas lorsqu'on échange entre eux les coeffi- 
cients équidistants des extrêmes, Les termes qui s'échangent entre eux 
par cette permutation seront dits conjugués. 
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DÉMONSTRATION. Car si l’on fait la substitution 


CN : D, 


dont le déterminant est — 1, l’invariant se reproduira à une 


0 


puissance près de — 1, c'est-à-dire au signe près. Or, par 


cette Sbedrution le coefficient en général a. devient a 
Il faut donc Que l’invariant demeure inaltérable, à part le 
signe, par cet échange, c'est-à-dire par l'échange entre eux 
des coefficients équidistants des extrêmes. Donc l’invariant, au 
signe près, sera symétrique par rapport à ces coefficients. 
On peut remarquer que, si 


est un terme de l’invariant, en échang'eant entre eux les coef- 
ficients équidistants ce terme deviendra 

_ IS 

RTL 


RE: 
Ë n—g NN n—k 
dont le poids sera 


fn—g)g'+(in—h)h+(n—k)r +. 


Mais on sait que 


n(g'+R+k +... )=nr, 
nr 
gg'+RN'HRE TE... =; 


donc le poids de chaque terme après cet échange sera encore 
comme avant 
nr nr 


ASE ES EEE 


Les invariants qui par cet échange changent de signe s’ap- 
pellent invariants gauches. Ainsi les formes quintique et 
sextique ont respectivement un invariant gauche de 18e degré 
et de 15° degré, dont le premier a été découvert par M. Hermite. 
Par opposition nous appellerons énvariants droits (*) ceux 


. 


(*) Les géomètres allemands ae ces invariants respectivement 
gerade und ungerade. 
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qui après cet échange conservent le même signe. Ainsi un 
invariant sera droit ou gauche selon que - est pair ou impair. 

REMARQUE. En s’appuyant uniquement sur la définition, on 
peut démontrer autrement qu’à l’eæception des invariants 
gauches le produit du degré de l'invariant par celui de la 
. forme est un nombre doublement pair. Faisons en effet dans 
f(æ, y) la substitution 


pese 
me 0,X 2e te 


ro] y—=V=1X+0,Y 


d'A" 
Par définition on aura ® —1#®—. 
Mais par cette substitution 
À, Ge eus, (he Le e.. 
Par conséquent chaque terme de l’invariant acquerra le facteur 
(/— 1)", et il faudra ainsi que 


V1)" p= #7, 


ce qui n’est pas possible si l’on veut que l’invariant conserve 
le même signe, à moins que #7 ne soit doublement pair. 

Pour les invariants gauches le produit n7 étant simplement 
pair, cette propriété n’a pas lieu. 

Dans le premier cas, selon que n sera de la forme 4p +2, 
ou 4p+-1, > sera de la forme 2p ou 4p; et ce ne sera que 
pour les degrés des fonctions doublement paires que le degré 
de l’invariant droit pourra être impair. De ce qui précède il 
résulte encore que les fonctions de degré impair ne peuvent 
avoir aucun invariant impair. 

34. THÉORÈME. La somme algébrique des coefficients nu- 
mériques de l'invariant est nulle (*). 


* pa) ‘dé 

(*) On pourrait considérer ce theorème comme corollaire de celui-ci, 
à savoir, que fout invariant de (x + y}r est identiquement nul, ce qu’on 
prouverait en ayant égard à ce que l’invariant est isobarique. 
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DÉMONSTRATION. Faisons en effet la substitution 


Dex Ep IT 
7 SC 
PENSE 


et supposons qu’on ait 4. — «a ; alors l’invariant, en appelant 


nr 


o cette somme, deviendra ®— (24)? 6, et la forme se réduira à 


(æ L ay)"; tandis que la transformée deviendra 


[A+ VTT a) x + (V—T+ à) Y]= (ia =) (+) 
ue Vi. 
| ay) 


e à : p—\n 
Mais par la nouvelle substitution A —(1- 4 V—1) 
par conséquent 

nr nr nr nr 


ñ eh == 5. ce ca 
D = (V1) (+4) (++ &) 0, 
AS 


et on devrait trouver nr nr 


1) (+) os=(2a)o , 


: AIS 1en 


ce qui est impossible quel que soit &, à moins que 6 — 0. 
25. THÉORÈME. L'invariant ® satisfait à l'équation aux 
dérivées partielles 


Ra, TE +2 qe +30 +. ET 
DÉMoxsTraTION. Faisons dans la proposée la substitution 
z—XELeY, 
y=0.X+Y; 
on aura ET 


Mais par cette substitution les coefficients de f(x, y) deviennent 
A6— Go 
Ad + Mes 
A,—=G + 24e +de, 
A,—=a;+3ae+3ae+ae, 
AÀ,=a@,+da,e6ae + 4a,e + use, 


4 


FAÂ DE BruNo — Théorie des formes binaires. 9 


190 — 
et généralement 
ili 


+ —]) 3 i—1 î 
du ec, 2 GE tr. ide En 


dont on peut trouver très-facilement l'expression générale en 


observant qu'on a symboliquement, en remplaçant ensuite les 
exposants par des indices : 


—(x+ay)", 
et 


—(xHey-tay)"—(x+(a+ay)"=3{a+e" 2" "y =5A x" y", 
donc 

] ; n-i1 oo ] 

A = (a+ e) = En mA 5) lg, ,E+.+iaé aie 

Remarquons ici qu’en ayant égard à ce qu'on a dit au N. 32, 


on pourrait encore donner à A, cette forme nouvelle et très- 
importante 


jl & ù 
(21 Aa,+(e+ esse...) ae, 


d désignant, comme à l'ordinaire, l’opération Dia 1. 
t 
Il est maintenant évident que pour les valeurs susdites de 


À;, À;, À, ... , ® prendra la forme 
[13] D—p+M;et+M,e+M.e+... 
M,, M,,... étant des fonctions de a,,a;, a,,...,a, 
Or cette équation devient, en vertu de l'égalité ® —®, 
0—M,+Me+M,et...; 
et comme elle doit avoir lieu quel que soit e, il faudra que 
M0 
Mais par le théorème de Maclaurin généralisé, on a 


__| de 


en appelant Aa,, Aa, …. 


(SU) 
: U, les accroissements en question de 
os Li, -..,4,. Or cela donne précisément 
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CoRoLLAIRE. En vertu du théorème N. 73 on pourra échan- 
ger dans cette dernière équation les termes équidistants des 
extrêmes, et par conséquent l’invariant satisfera encore à l’é- 
quation aux dérivées partielles 


dp en dp | 
[4] Loi nl Le LEA Pr 2) a ge EH. + a — = =, 


REMARQUE. Si la proposée était écrite sous la forme non 
binomiale 
DD OU an ph. a, œy + GATE 

alors les deux équations caractéristiques 

f, 4 |: 9, 49 dp dp _ 
_. | do, + 20 7 en Fe ; a re D 
{ 

dp de _ de CAES 
| Rae Un las, + 2)a,7,+..cta, Dean, 
“ue 

| ee +2 a +34 +. ie na, —0, 
[6] À 7 

JE AS — 
| na + (01) 8,7 + (n—2) ae nee +2, = 0. 


Pour s’en rendre compte, il suffit d'observer qu’en appelant, 
pour un moment, b, les nouveaux coefficients, on a par exemple 
n(n—1)(2—2)...(2—R+1) 


? 


- 1 ni Dia a 5 
TT (@—2)...(n—A+1), | 
| OR % 
Mais 
p tm 1)(2—2)..(2—ñ+n, 
he LS LE “2 
D _ an) (n—2).…n—#+), 
k1 RON k—1° 
Donc ; 
a = RD, 7e: 


ce qui montre comment la première du 1e groupe se change 
dans la seconde du deuxième groupe. 
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#6. Non seulement la condition énoncée [11] est nécessaire, 
mais elle est encore suffisante. 
Pour cela, il suffit de faire voir que, si l’on a 


M —=0, 
on aura nécessairement  M,=0, 


et qu’ainsi l'équation b—œ sera toujours satisfaite pourvu 
que la première condition [11] soit remplie. 
A cet effet observons qu’en posant 


R—= 4€", 

Ni 20€ + AE , 
h;=3a,+3a,e +as, 
h,—=4a;+6a,+da,e + ae, 


: dl 
h.=ia, + . Ga, +... (a+ = as 


on aura 
d 


Posons pour plus de commodité 


1 RU d 
da, — ba, , Rage he de …..—Zh da; 


on verra aisément que les termes qui peuvent fournir e sont 
compris dans la somme 


2hèba da 
Fr 5 (24; ÿ- 5 (na, +... + Cha). 
D dans le cas der de 1—?, 1—3, les sommes 


Zhbatss 5(215a), 


Zhÿa+ss 5(Znbc a) rss Crèa) ; 


te 
et posons A. — eh". Il viendra, pour le coefficient M, de e?, 
1 \9 

M 2 (ZR'3 a} + D, (ZA',ba;) 
et d’après la valeur susdite de he, 

LT LES : 

ME 9 2! (—1) a, da, + 2 (ia, da,)?. 

Or on peut embrasser les deux termes dans un seul signe 
symbolique 
2 ] : US 
[17] m— 12 (Gia, ba)(Ztia, ba), 
en convenant de faire porter les dérivations indiquées par &a, non 
seulement sur la fonction p, mais sur les coefficients mêmes 
(a) contenus dans le second Z. Ainsi, en écrivant celui-ci de 


cette facon 
Z (+1) aa, ? 


l'opération du premier > donnera 
_ ee 
Zt(i+l)a, a, ,—Zzi(i—1)g, ,èa,, 
et par conséquent on aura 


1 : es 1 : nr LE 
12 (Zia,_da)(Zia} èa,)— F1 (Zia,_,ba,)+ 2 Zi(i—1) a. 


; 24, ? 


où le premier terme est produit par la dérivation sur ®, et 
le second par la dérivation sur les à. 
Pareillement on aura 


1 , 1 ; À 
He 125 (Zia,;_,8a)+ 19 AE 59aÿ"-+ D 


et cela donne 


LR be à (i-1) j(à-1)(i- à 
Mg (2ia, ba), Zia, a TS 4, AZ og sd, 


ou 


M,— Ts | (ia, da )+-S3ia, Zi Ja, _ ba tzi(i—1) (129) a, ai | 


o 
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somme qui symboliquement peut se représenter par 


1 à 
M 123 (ia, da) Zita, da. 


Car, sous les mêmes conventions qu'avant, On à, par une pre- 
mière opération, 


i— 


M 93e, da] (ia, ba) +3i(i— 1) a, va; |; 


et par une seconde opération, en observant que le numérateur 
de M, se transforme comme il suit : 


Zta, da. Zi(i—1l)a, ja,—Zzia, èa,x (+2) (+1) a,oa,., 
—Zi(i+l)(f+2)a, ba, ,—Zi(i—1l)(i—2)a,; va, , 
on voit qu’on reproduit précisément l’expression [18] de M.. 


On verrait ainsi généralement que 


l : 1 1 , 1—1 1, 1-2 ; 1—2 1, 
M7; (Zia,_jba)) net pa) ++ (Ska) +D, zh 


peut se mettre sous la forme 


Me 


; CSI à 
1 j23.1(2/4 04) Zid, ,ba,. 


Mais, d’après le théorème N. 74, on a 


(Zta,_ sa) p = Lada 24, de +34, ÆT … na }e—0. 


à 
n—1 Tan 


Donc (Ti 


REMARQUE. On pourrait observer, eu égard à ce résultat, que 
: d’après la remarque faite au N. 74, le nouveau invariant + peut 
prendre la forme | ; 


a ed ed sd ed' 
p—ovp(A, A,...A )=? (ea, FE la Nr ET OR k 
| t n 


ñn 


LCR 
d’où l’on voit évidemment que € étant toujours associé à à on 
doit avoir 
— +. € CHERE 
ds CP RS RSA Core D 


On a donc cette propriété nouvelle, que 
ed ed sd ed 
[19] p lea ART ee e.a,.) 0. 


2%. Les équations caractéristiques [15] dont nous nous som- 
mes occupés jusqu’à présent peuvent être remplacées par les 
opérateurs 


à Eu _s 
Pr Ù ET dp ? 


appliqués aux invariants transformés ©, et l'on aura alors 
d D — 0, à, — 0. Nous nous réservons de démontrer ce 
théorème en traitant des covariants ; pour le moment nous 
nous contenterons de faire quelques vérifications. À cet effet 
pour plus de commodité dans les calculs, observons que la 
forme binaire pourrait être exprimée symboliquement par 
f(æ,y)—(ux + By)", et alorsles coefficients symboliques 0”, a”*7"8, 
etc. désigneront les coefficients réels &,, a,, ete. Cela posé, ïl 
est aisé de voir d’après la formule [6], N. 69, que le coefficient 
transformé A. peut être représenté symboliquement par 


== 1 n—i ; VER n? nn 
AE nn 0 (02 +89) = (au + Ba ap + BPY 
A l’aide de cette formule, l'invariant @ — ac — b? de la forme 


ax + 2bxy + cy? fournira l'opération 


bO—D(AC— Bd] (ap-+-Bp'”(ag+-Ba— (ant Balap-- BP | 


—2 (ap+-Bp') (ag+-Bg'}(ap+-Bp'}—2(09+-Bg')ap+-Bp')(ap+Bp'}-=0. 


Pareillement l’invariant ®—ae—4bd+3e? de la forme quar- 
tique ax'+ 4bxæy* + 4cx° y? + 4dxy*+ eyf fournira l'opération 
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5d— (AE — 4BD + 30?) — 
—5 | (ap+8p'){ag+8g)—4lag+8g") (an +Bg 1) (ag-+8g") (ap+ag') 


+3 (ag +89") (ap + Bp)==4(ap+-89) (ag+8g}ap+8p' 
—A{ap+ 89") (ag+ 89) ap +8g'—12{ag+8g)ap+8q'" (ag+8g'(ap+8q) 
+12 (op + 8") (ag + 89°)? (ap + Bp'} (ag +8") —0. 
D'ailleurs, comme ces fonctions sont symétriques par rapport 
aux systèmes (p, p'), (a, q'), il s'ensuit que l'opérateur à4, 
fournira un résultat identique. 

Au lieu de considérer les invariants par rapport à une 
forme; on peut se proposer de considérer des invariants par 
rapport à plusieurs formes simultanément, et alors on serait 
conduit à étudier des fonctions telles des coefficients de diverses 
formes à la fois qu’elles puissent se reproduire lorsqu'on rem- 
place dans ces formes les variables par d’autres liées linéaire- 
mentaux premières. Nous appellerons ces fonctions invariants 
simultanés. Tels seront les déterminants des systèmes d’équa- 
tions à plusieurs inconnues de l* degré, sur lesquels nous 
reviendrons une autre fois. Considérons maintenant en parti- 
culier deux formes f, F; on aura ce théorème. 

28. Takorème. Soient f, F deux formes de même degré n; 
(A5, A4, 2, . ..), (0, d,, &, ...), teurs coefficients respectifs, et 
un invariant de la forme f; la fonction 

dp 


dœp do 
GE EE | 
‘ QUE dl d&i 7 shit) a, da, 


sera encore un invariant (*). 

DÉMONSTRATION. En vertu de l'équation fondamentale [4], 
N.68, l’invariant @ ne doit pas cesser d’être un invariant, quels 
que soient les coefficients de la forme f. Or, si celle-ci devenait 
Î+RF, les coefficients de f se changeraient en a, +ka,, 
ah... a,+ ka. Par conséquent db — (ay +R, +R...) 


(*) On doit ce théorème à M. Cayley. 


or 
sera encore un invariant, et cela quel que soit 4. Done, si on 
développe cet invariant o selon les puissances de k, À étant 
quelconque, tous les coefficients de Æ seront des invariants, 
et l’on aura en nu pour le coefficient de X, l'expression 
susdite @, ee + ad —— + …, Ce qui prouve le théorème énoncé. 
ExEMPLE. Soit ®—a,a;— a? l’invariant de la forme 
fax +2a,xy+ ay et F—ax+2a,xy+@,y?; on aura un 
invariant dans l'expression 0,4, 0,4, —?2a,a,. En effet, on aura 
(ap°+ 20,pp'+ 4,p°) (a,4°+ 2a,9q'+ 4,4") 
+ (%, 0% 20,99 + a,9”) (a,D°+ 2a,pp'+ a:p") 
— 2 | a,pg + a,(pa"+ p'9) + asp'a" || a,0a + a(pa'+ p'a)+ a,p'a'| 
= (4,4, +49 — 24,0) (P9—p'a)". 
#9. TaéorÈme. Une fonction donnée ® des coefficients d’une 
équation sera un invariant st elle est isobarique el symétrique 
et si elle satisfait à l'équation aux dérivées partielles. 


dœp d p do , AP 
[20] Go Ty, ? 24, A L 34: HAE ns En 0 


DÉMoxsTRATION. En effet, puisque le poids est constant, la 
fonction © ne changera pas par une substitution de la forme 
x 7 et 
y= —X, 
et d’après la seconde condition Fe ne changera Das non plus 
par une substitution de la forme 
æz—=X+EY, 

Dr 
Si donc nous faisons voir qu’à l’aide de ces substitutions la 
fonction æ se changera pour une substitution nheecque 


1] 


122] 


æm—pX+aqY, 
[23] _—— p'X 1Y 

= +dQ'Y, 
en (pg'—p'a)e , 


le théorème sera démontré en vertu de la définition que nous 
avons donnée de l’invariant. 


—__lou— 
Or faisons dans 


[ (@, y) 


auccessivement les substitutions 
œ=a+ À y! ; 2%'— ya : LU æ"""+ PÈ US a" — p'X 
; A 
VU J Pre y'—= y", D'R : 


en appelant A le déterminant (pq'— p'q) de la substitution. 
D'après ce que nous avons fait remarquer, les trois premières 
substitutions, étant de la forme [2] et [22], n’altéreront pas 
la fonction p. Mais par suite de la quatrième, comme d’après 
les conditions admises, @ sera nécessairement une fonction 
homogène (*), © acquerra le facteur A, qui est un nombre entier 


(t) D'après ces prémisses la fonction @ sera homogène. Car son poids 
sera une constante u. D'ailleurs, au signe près par la substitution [21], 
on devra avoir, si par hypothèse on appelle un de ces termes T—+ a'ap.…. , 
puisque À; —(—1)a',_; et puisque la fonction est isobarique et symé- 
trique, 

(n—g)g'+(n—h\h'+...=gg'+hh+...—=n, 
d’où n(g+h+...)=2u. 
Or g'+h'+... est précisément le degré r de la fonction, et u est constant; 
donc r est constant et par conséquent la fonction est homogène. 

Cela résulte encore d’une autre considération. Soit toujours T un des 
termes de ®, &,, €, 63, ...,e, désignant pour le moment les exposants : 
l'équation [20] donnera pour ce terme transformé : 

# 


Or faisons 


Cam = &; à c.. a. 
L'équation caractéristique deviendra 


” poids X/2 TP =—=0, 
et comme le poids est constant 
Se 0: 

Or ZT représente maintenant une fonction de a, qui doit être nulle 
quel que soit a. Mais on ne peut pas admettre que chaque coefficient 
soit nul, ce qui serait contraire à l’existence admise de la fonction. 
Donc il faut que a se trouve, comme puissance, facteur commun à tous 
les termes, ce qui prouve l’homogénéité de la fonction: et ce sera la 
somme algébrique des coefficients numériques qui sera nulle. 
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quelconque; mais les quatre substitutions successives donnent 
æ—?pX +QY, 
y=pX QT. 
Donc par cette substitution la fonction æ devient INCE donc 
elle est un invariant. 
Au lieu de mettre la condition que la fonction soit isobarique 
et symétrique, on peut poser la condition qu'elle soit homogène 
et de. poids =. car alors, comme on a par hypothèse 


2 
p 


ñ 
gg'+hh' + ...— D 
et g'ERN+...=r; 
il s'ensuit que ; 
n—g)g+(in—hnr+...— 


ou que 


v 


une 


{n—g)g' +<in—h)N+...=—=gg' +hh+..., 
ce qui démontre que la fonction est symétrique. 

SO. CororLarre. De ce qui précède résulte une méthode très- 
facile pour calculer un invariant relatif à une fonction f(x, y). 
Après avoir choisi convenablement le degré > de l’invariant, 
d'après le théorème 5, on déterminera préalablement la forme 


(4 e 7” (5 
> cata’ et) a...a 


d’après les équations 
e 
Del ee  one — CE 
Create t... rer; 


et on aura déjà l’attention de désigner par de lettres semblables 
les coefficients numériques des termes conjugués. Ensuite on 
assignera les valeurs des coefficients à l’aide de l’équation [11]. 
Remarquons cependant ici qu’un des coefficients sera toujours 
arbitraire ; car il est évident que cette équation ne sera pas 
altérée si on multiplie l’invariant par un nombre quelconque. 


Soit, par exemple, 
n=#, Pr 


on aura pour la forme de l’invariant 
p— Ada, + Bag; + Ca ; 
et l'équation [11] donnera 
ads (B+4A)+a,a, (3B+4C) —0. 
Comme un des coefficients est arbitraire, posons 
ASS 


il en résultera 
ip 21 C=+3; 


donc l’invariant sera 
ad, — 44,43 +30. 

Nous donnerons à la fin un tableau des invariants des 
fonctions du 2, 3e, 4e et 5e degré, que nous avons calculés 
par cette méthode. À la vérité les discriminants du 4 et du 
5e degré avaient été déjà calculés avant nous: mais ce n’est 
qu'après en avoir fait les calculs que nous eûmes connaissance 
des travaux antérieurs des autres. . 

S14. À l’aide de la forme canonique de la forme biquadratique 
on peut trouver facilement une belle relation entre les inva- 
riants et le discriminant de la forme biquadratique. 

En effet, en partant de la forme canonique 

a+ 6H y + y —=0, 
les invariants quadratique et cubique, que nous appellerons 
L , [,, se réduiront à 
L=l+3n,  L—p(l—p) 
Le discriminant (A) sera évidemment, ou par réduction ou 
par l'inspection des dérivées, 
A=(1=9u)?; 

Or il est facile de constater que 
OU (14 pu) — 27 pe (1 — up ; 


d’où 


(24] MEL Re" 
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V0) 
(] 


Des invariants considérés par rapport aux racines. 


Il 
S®2. TH£orkME. Une fonction symétrique des différences 
des racines, telle que chaque racine y entre au même degré, 
est un invariant de la forme proposée. 
DÉMONSTRATION. En effet, soit 


A] f(æ,y)= a (2—y)(x— ay) (x— 03y)…(æ—0, y) 


la fonction proposée, et I — DDC do d(e, — a). 1 


l’'invariant. 

Si on y fait la substitution 
mp" + ay", 
y=Dae ray, 

on aura 


— Pate real (77 de q 
%—@.y—(p—p'a,)x'+(q—0à,q'}y—(p—p'a,) LR y | 


et par conséquent la transformée des différences des racines 
deviendra 


 - nt CO CC LT TD) 
re , ! ar , ! 2. 
£ VD =po, Lp—ponn(p=po;)(n= 7) 


tandis que le coefficient a, de f deviendra 


Mr 0)—=a (np tp) p)..(p—0, 0). 
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Ainsi, si N est le nombre des différences des racines, il 

viendra, en appelant + cette fonction, 

N 
} 


R] D—=\(D0 —D'q)u?; 


Car, puisque chaque racine ÿ entre un même nombre de fois, 
chaque facteur de la forme (p—y'a,) sera répété un même 
nombre de fois, que nous appellerons u, et l’ensemble par 
conséquent des produits de tous les dénominateurs deviendra 


| (@—v'a) (p— p'as)… o—pe) | 


qui réduira le nouveau coefficient AŸ à af. Il ne restera donc 


! r \N 
que (pq —»p'a) en facteur. 
Par exemple les fonctions 


AZ 0 )i0 0), 
5 (SE d)°? (3 — a) (de ©) (O3 — ), 
2 


> 0) (— a) (at) (au) (ax, 


seront des invariants, tandis que 
20° 0° (4; — où) (4 —0,), Z>(0,—a,)(a, — «.) (a, — d)* 


ne le seront pas, car la première n’est pas une fonction des 
différences des racines, la seconde ne contient pas toutes les 
racines un même nombre de fois. 

SS. Taforème. L’invariant ® exprimé en fonction des 
racines salisfait aux équations 


CAO ACT d 
[3 Co ER do | ve 
[8] arr | re RE ER 
d p d d 
4 GUN ARAURS ERA 2 do 
[4] 1 da + 2 da Ï 3 das + Mao, TS D) 3 


en posant ET 
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DÉMONSTRATION (*). En effet, on a 


et au moyen de la relation (voir N.8) 
da; i—2 ii 
De Art do 443 Gen RATE EE 
on obtient 


= aan Ha, ta, aan |; 


équation qui moyennant les relations connues entre les sommes 
des puissances et les coefficients se transforme en celle-ci 


fe) = — [ra + (nage +. +a,ge |. 


On trouvera de même 


2dp__ do do d p 
—ÿ d, du — z GoSa + da, es da, (da83- 1834 08:) 


ee + 8, ,1T 4 ui AS TT 2 TA pe); 
ou bien, par les mêmes relations déjà mentionnées, 
24 _ ; ap dp 
—> 0 Ds AC 181 T7 243) — rest 304) — a ass t 44) 
LA 


| da, (a as (n ="1) DR 


et, en ajoutant et en retranchant s,4, Te ' 
0 


n ñn 
LU To d 
Xe =D a a Te +2a, Fe a Te, eh a, 
0 


(*) Cette démonstration est dûe à M. BrioscHi. 
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Maintenant, puisque # est une fonction homogène de degré r 
par rapport aux coefticients, on aura 


dp. , dv dp ap _, 
Go TU re Han ASE .+a, nl 
112 
D'ailleurs on sait que — 5,4 RP a 29 
q aa] da EL da 
Partant 
n à d à 
-— = - na 5 
De rer ne L RE 77 RS 


Mais nous avons démontré que le second membre est nul par 
une propriété des invariants, donc 


24œ 
DC day ut Ne 


ce qui est l’équation [4]. 
On peut obtenir de la même façon cette autre relation 


dp d p 4 ap do 
[7] De rte Gi Ta T2 Gus =: one 


Mais le second membre, d’après une propriété connue, n’est 
autre chose que l’invariant multiplié par son poids, donc 


dp d 
me + Eu DE + 2. | = 


Notons en passant que sous la forme binomiale les équations 
[4] et [7] deviennent 


dp dp 
Du = Ge a AE 


dp dp d 
2 A 
Re on Ent . En 


[8] 
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S4. Les propriétés exposées sur les invariants considérés par 
rapport aux racines peuvent servir à mettre généralement la 
forme canonique sous une autre forme telle que les coefficients 
soient des invariants. 

Rappelons nous qu’en posant 


_2n+1 , 22+1 2n : (2n+1)2% . 1, 2n+1l 
[9] f(%,y)= a ,@ x ïl dix re 1 UEUA M Ve +4 on+1V . 7 


on peut mettre f(x, y) sous la forme 


\2n+1 ; on : 2n 
[0] p,(æ+a.,y) T'Ep(o toy) Ftp, ete, 0) ée 


Posons maintenant 


O9n+1 
pe 
qu] m2 | 0 (a,— a) æ+ a,(a,— a, w']. 
2n+1. 1 
— V Pi mt (01 ! " 
1?) ape) RL LE (00), 
on aura 
On+1 
13 x+oy— VA y{u,— a,){0,— a) 
[ ] 17e Oa— GE | 2 8 Yi) : 
In +1 : 
Vi ; 
[4] æ+ ŒUu—= ed s) (a,—@,)+y (a, —0,) (a, — a) | 
Faisons 
19 D. (oi — d2) (as — 2e 
[15] = Pi TA 
, On+l 
[6] q, — DD, te œ) ta e) 
| (di— oh) (as — a) 
L— ; 
mr] a SE aie 
il viendra 


[18] 
A rF 1 On+! 
fe v=av"" +a(r+a, vP que A a le A UT 


(*) Il est aisé de voir que A, — — I. 


: FaÂ pe Bruno — Théorie des formes binaires. 10 
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TaéorèmMe. Les fonctions q et À sont des invariants (*) 
Posons en effet 


DÉMONSTRATION. 
O1. Bo, LBa, de + Ontl)a, 
[ DAT | _. das 2n dan ? 


d d q 
Qi + 2na, + (2n—1llas de M TRES 


[20] Y— 
Si nous appliquons ces symboles d'opérations aux équations 


de condition [9] N. 62, il viendra les deux systèmes d'équations 


BP: ee BD, PP Fe BD, HÉPDRSe— De 


| BD, + BDs + BDs + … + 4,8p, + DRAP 
pe, + ia, HE ppa + … Æp,pa, + D, Pa, à | TES 
a? 8D, + Gp, + a8p, +. + a, 25 a Pa 
PIN Lipisas + pas + pie + + ppt pet | 280 
2n+1 


n El On+1 2n+1 2n+1 
s Bpi+a, Pa to, “ BDs... » BD, En+1 BD+ É 
(2n+1l)a,, 


y 
)— 
2n+1 
Ba 


2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 
+p8a" + p.80" 4 + p.80, F Dean De n+1 


TM NP Ps Pere MON EL. aiE 
AND, + ATP + ASYDs + … SANT 
se me PUR ane LU en Can AU 
op, Se C2 Da . da "Ds see on al ou 


—))") aie 


—(2n—1) UER 


[22 
pires + para + pores +. At CUT 
2n+l,, 2n+1 2n Fa 
ee a 
= 0; 


Pn+1 Peas 2n+1 _ 
Yo, n+l 
2 “ Pare 4 Pi Vos +. Se Le 1Ÿ St | 


(*) Ce théorème est dû à M. Betti. 
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Or, en ayant égard aux équations de condition susdites on 
satisfaira au premier système en posant 


[23] BD, =, Bale 
et au deuxième en posant 
[24] TD,= (2n +1) p,o, , Ya —= — a?. 


Au moyen de ces relations on trouvera 


B—0, | 40, 
[25] Bg,—0, 0e 
BA —0, TA, —0. 


Mais on sait que toute fonction I qui satisfait aux équations 
symboliques 


est un invariant, donc les fonctions g,, q,, À, au y satisfont 
sont des invariants. 
S9. Voici une autre démonstration. Si l’on pose 


æ—=rx sy 
es Ke N=TSs TS, 

y=7r'x" +s'y", 

sS+s'a 

| : + g'a 

au lieu de faire cette substitution dans la forme proposée, on 


+ la fait dans la forme canonique, on voit que les nouvelles 
its 


quantités a’ se transformeront en «— nn 

Par conséquent l'expression A, demeurera inaltérable, car 
elle ne résulte que des Pau des racines oi, @2 Gs) a. 
qui y figurent au même degré. 


! 
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Maintenant nous aurons pour les nouvelles valeurs de ?, q 


en+1l 


Det lee) è 


—?2n+1l PNR 


a A 2@n+1) Fou du) aa | Re 
= NE M) É FR (+ r'aj er) 2 
ou 
Ê 2n+1 
[26] g'=AÀ 4: 


On aura de même 


en+1 2n+1 


dy Pi re n'a)" p, (r 0) Ce 


ou 


oy d,—= AT d 
Or les équations [26], [27] démontrent évidemment avec ce 
qui précède que les quantités À,, q,’, q, sont des invariants. 

Avant de terminer ce paragraphe , nous prévenons le lecteur 
que nous nous sommes réservé de donner dans les Tables même 
à la fin de l'ouvrage les valeurs des invariants des formes de 
degré 2, 3, 4, 5 exprimés en fonction des racines, ce qui com- 
plétera l’étude que nous venons d'en faire. 


RP LR SLT TTL LT TS Te 
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$ 3. 


Nombre des invariants de même degré 
appartenants à la même forme. 


L] 

SG. D'après ce que nous avons étudié précédemment, il 
résulte que toute fonction de degré r d’une forme de degré n 
qui satisfait à l'opération 

D La, de tn x 
pourvu qu'elle soit homogène et de poids Da. est certai- 
nement un invariant. Dans le cas contraire, c'est-à-dire, lorsque 
elle se réduira à zéro par l'opération ù, elle sera ce que nous 
appellerons un seminvariant ou péninvariant.Toute fonction 
symétrique des différences des racines est dans ce cas, d’après 
ce que nous avons vu au N. 32; ainsi les résidus de Sturm, les 
coefficients de l'équation aux carrés des différences; les coef- 
ficients des covariants rentrent dans la classe des péninva- 
riants. Par exemple, pour les formes quintiques on a 


200 (aa, — 44,03 + 343) = @9° Z (a — B} (x — d), 
6000(,4,0,+24,a,a,—a,4,—0,a,—0a)}=4°2(0—8){(1—d)(0—Y) (8—d), 


où le signe > s'étend à toutes les racines a, B, Y, d, € de la 
forme ; mais les fonctions des coefficients dans les premiers 
membres ne sont pas des invariants, soit parce qu'elles ne sont 
D symétriques, soit parce qu'elles ne sont pas du poids 


Te = — 15 respectivement. Par exemple, la fonction 


dy Q3 — 6aodidoas + 40,4, + 4a,a. — 34° ° 
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est un péninvariant seulement, car elle satisfait à l'équation 


Go Lee % Fi Ha mr 

mais non aux autres conditions, soit de la symétrie, ou de l'é- 
9.4 

quipollence selon le poids — 10. 

Soit que l’on s'occupe de déterminer des invariants ou des 
péninvariants, à l’aide de coefficients HA en vertu 
de l'opération à — 0, comme nous avons expliqué au N. 79, il se 
présentera toujours cette question qu'on va résoudre. 

Soit ® une fonction isobarique homogène de degré 7 et de 
poids p, formée avec les coefficients de la forme f (w, y), qu'il 

s'agit de déterminer à l’aide de l'équation 5 —0. Le nombre 
des coefficients indéterminés, que nous représenterons par C; 
sera égal évidemment au nombre des termes de ®, c’est-à-dire 
au nombre .des manières dont on peut avec les nombres 
0,1,2,3:..;:n—1l n,pris rà r, même avec: répétition, 
former le nombre p; car ces nombres sont précisément les in- 
dices des lettres & qui figurent par hypothèse dans la forme 
f(æ,y)". Mais lorsqu'on aura fait subir à o l'opération 5, le 
poids sera devenu p—1, tandis que le degré de la fonction 
résultante sera toujours 7. Soit C»-1 le nombre des termes de 
cette fonction, nombre qui sera évidemment <C», le nombre 
des équations de condition sera la différence entre C» e Cy-1, 
donc Cp—Cp-1 exprimera le nombre des coefficients qui de- 
meureront arbitraires dans cette évaluation des coefficients (ei 
Ce nombre Vy—C»—Cp-1 exprimera donc le nombre des 
fonctions ® de degré > et de poids p qui satisferont à l'é- 
quation b—0. Parfois ces nombres seront indéfinis, car indéfini 


(*) Cela suppose essentiellement que les équations de condition soient 
toutes indépendantes entr’elles, ce qui n'est pas toujours le cas, ainsi 
qu'il résulte des recherches du Prof. Gordan sur le nombres des cova- 
riants des formes quintique et sextique. 


HU 

est le nombre V, des systèmes des coefficients arbitraires qu’on 
peut choisir; mais si on se limite aux fonctions indépendantes, 
ce nombre est fini et égal précisément à V, ; car on peut faire 
dépendre linéairement toutes les autres fonctions ® de V, 
d’entr'’elles. 

S%. En effet dès qu'on aura déterminé un nombre R des 
invariants de degré r, correspondants à la forme de nîè"e degré, 
on pourra s'assurer que tous les autres invariants, que l’on 
pourra former à l’aide des équations caractéristiques, seront 
fonctions de R d’entre eux. 

Pour fixer les idées supposons V,—R—2, et appelons M 
et N deux invariants formés en partant des systèmes de coef- 
ficients arbitraires 

ASIE: PNA 
Soit maintenant I un autre invariant dérivé d’un autre système 
de coefficients arbitraires A”, B". Je dis qu’on pourra toujours 


poser 
n] I—aM+bN, 


a, b étant deux coefficients numériques. 

DÉMONSTRATION. Obsèrvons d’abord que la partie littérale de 
tous les invariants sera la même, et que la seule différence 
consistera dans les coefficients. Par conséquent on pourra poser 


[2] M— A (A)+B(B)+...+L(L)+..…, 
3] D Bin) I EU EE, 
[4] TA) BAD LE. EL)... 


en désignant par (A), (B), (L), ... la partie littérale des termes, 
et par À, B, A! PB’, A’, B', etc. les coefficients. 

Observons encore que, si les équations de condition dérivées 
des équations caractéristiques ont fourni une équation de la 
forme 
(5] L—?X\A+uB 


pour le coefficient de partie littérale quelconque (L), la même 


— 152 — 


relation subsistera pour n'importe quel autre système, et 
qu’ainsi on aura encore 


[6] L'ÆRAELR", 
[7] L'—X\A"-LuB". 


Multiplions maintenant les équations [2], [3] par a, d, 
respectivement, on aura 


[8] aM--bN— (A) (Aa--bA'}(B)(aB--6B'H...(L)(al +1)... 


Maintenant posons 
[9] a À +bA!=— A" 
[10] GB OUB =D 


équations qui détermineront &, b; et observons que le coefi- 
cient quelconque aL + bL' est égal à 


a (AA HUB) +b(X A! uB') —=X\(aA + bA') L U(aB + DB!); 


et que, par conséquent, en vertu des équations [9], [10], il 


viendra 
A —— bL — AA" + Uh== [EE 


Alors il en résultera que l'équation [81 se transforme en celle-ci 
aMbN —A"(A) + B"(B)+...+L'"(L), 
ou aM—+bN=I. AUX A DS RL à” 


Ce que nous avons ainsi vérifié pour R = 2 est généralement 
vrai. Car soit I un invariant quelconque fourni par un système 
particulier (p) de R coefticients arbitraires. Mais supposons qu'il 
en existe déjà R formés par R systèmes de R coefficients. Il est 
évident que au moyen d'un système de R coefficients numé- 
riques 4,0,C,.. on pourra faire dépendre le premier système (p) 
. des R autres systèmes donnés. Et comme en dernier ressort tous 
les coefticients de I sont des fonctions linéaires du premier 
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système, et qu'on fait dépendre celui-ci linéairement des R 
autres systèmes, il s'ensuit que l’invariant I sera une fonction 
linéaire des R autres invariants. Donc 

Le nombre des invariants indépendants de degré r (*) est 
égal au nombre V (p,r,n) des coefficients arbitraires qui 
figurent dans les équalions de condilion fournies par les 
équations caractéristiques. 

Ce nombre dépend comme nous avons vu de la détermination 
de Cy, détermination à laquelle nous sera utile lè lemme suivant. 

S$S. Lemme. Le nombre des manières dont un nombre p peul 
être formé par la somme de r nombres entiers 0,1,2,3,...,n, 
est égal au coefficient du terme en x? z dans le dévelop- 
pement de la fonction: 

ik 


1] LE - 
(1—2) (1— 2) (1— &27).….(1—2"2) 


Développons, en effet, cette fonction suivant les puissances 
ascendantes de z; il viendra 


12] Z—1+A,z+A,2+ A2 AZ... 


où les coefficients A seront des fonctions entières de æ. 
Comme chacun des facteurs —— peut être développé en 
série de la forme 


il i 2i re 
— | # 2 3 
=—=]l x zte 2m 2+... 


[13] TRS 


on pourra obtenir la série [12] en multipliant ensemble toutes 
les séries [13] qui s’obtiendront en posant successivement 


i—0,1,2,3,...,n. 


(*) Nous entendons par indépendants qu'ils n’ont pas des relations 
linéaires entr'eux, c’est à dire, qu’ils sont asysygétiques ; mais ils pour- 
raient être, comme observe M. Cayley, des fonctions d’invariants d’ordre 
inférieur, 
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: 4 ss 
Or, évidemment dans chaque terme du coefficient A; de 2 
les puissances æ” entrent en nombre », et la puissance, æx?, 
par exemple sera répétée autant de fois qu'il est possible d’ob- 
tenir le nombre p avec 7 nombres choisis parmi les 0, 1,2, 3, ...,. 
n, même avec répétition, comme on le voit par la série [13]. 
Ainsi si on appelle C(p,r,n) ce noïnbre, le terme contenant 
pr ; 
æz dans le développement sera 


C(p,r,n)a?z. 


S9. Il s’agit maintenant de l’évaluer (*). Changeons, à cet 
effet, æ en æz, on aura 


Riz il Har2l Aire Ne NA Tee 
d’où, en comparant les coefficients de 3”, il viendra 
APE UE 


Par conséquent en appelant w(x) la valeur de A;, il viendra 
cette formule fondamentale 


| Gerie) (re) (rte) - Gr) 
4. — _ . 
[4] \ W(æ) (l—2) (1—%*) (1—28)...(1— x") 


Posons maintenant 
[5] V(a)=1+ 0x Cat Cat... 


où C» sera précisément C (p,r,n). On aura 


y'(&) __ Ci+2Cir+ 30 a À AC 


[16] — : 
y (æ) 1+ Ci + Cr? + Cas + 


Mais en appelant f(x) et '@(x) le numérateur et le dénomi- 
nateur de la fonction A, —w (x), on aura aussi 


[17] wa) J'\c) 4 p'(æ) 
via) Ja) ou 


(*) Cette méthode est dûé à M. Brioschi. Mais pratiquement celle que 
nous exposons au N. 90 est de beaucoup plus préférable. 


Se 
Soient maintenant 


FR ACC ue 


Bi; Be Fe RU ETT | B ? 


n 


les racines respectives des équations f (x) == 0 et (x) = 0, et 
posons 


l l L ik 
8] A 8? + Fe LE gr cn T'ES + p" | | 
RAS Ses AE HAL ES 
CH o (Ha Fr d | 
il viendra 


y'(?) 
Ten En En CU 


car on a généralement 


f'(æ) 1 Il 
De TS ee 
Or en comparant avec [16], on trouve 


Ci=s, 
2, — Css, 
30, — Ces + Cisi +53, 
4C,= Csss + Cas, + Css ss, , 


PCp= 0, s, + Co 982 C_38s + + Gsm s, 


Ces équations donnent aisément 


Si —]1 O0. 0 DL: 0 

S2 Si —2 0 OR 0 

ss S2 Si 5 OÙ Ne 0 
[20] 1.2.3... pC, —| s 83 82 Si EN NES 0 

Sp1 Sp—2 Sp—3 Sp—4 Sp—5 HONTE et (pl) 

ë, Sp 1 539 Sps Sp eg roc Si 
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90. Il ne s’agit plus que de trouver les expressions de s 
en fonction des racines de f(x), et @ (x) qui seront de la forme 


HE: 0 


Or on sait qu’en général la fonction symétrique s, des racines 
sera —! ou —0, selon que x est ou non multiple de L. 

Dans notre cas, ! peut prendre successivement les va- 
leurs n1, n+-2, n+3,…, n+r pour f(x), et les valeurs 
1,2, 3,...,r pour p(x); donc, en désignant par le symbole 
E ee une quantité E a — 1 si À est multiple de !, et —0, 
si À n’est pas multiple de /, il viendra: 


RU s—=1()+ e(S)+e(s }+Eb)+.. + (à) 


e- Eire raie Us nue 


Ainsi, pour calculer le nombre C (p,r,n), c'est-à-dire le 
nombre des manières dont un nombre p peut être formé par 
r nombres choisis dans la suite 0, 1, 2, 3, .…, n, même avec 
répétitions, on calculera les s qui figurent dans la formule [20] 
au moyen de la formule [21]; le déterminant ainsi formé, divisé 
par 12.3...p, donnera le nombre cherché. 

ExempLe. Soit à chercher C (6, 3,5) où p—6, r—3, n—5; 
on aura 


aa) 83] (5) 0) 0) 


et partant 


(*) Le premier terme provient de l’équation 1 — x — 0. 


1. 


et le déterminant [20] sera 


RO Co 0 
SU 20, 020 
1000 Un 
DR D à (eiesal a 5 
Me 40 1% Ne 
Du NRC ONE CS 
— ].9.3.4.5.6.6, 
et enfin Ce D: 


On pourrait aussi exprimer la valeur de C, par cette formule 


nouvelle 
À Àp 


À 
re Fr Hi à D 


où (À) = 1.2.3... 5. 

Il sufiit d'observer que les équations de condition [19] 
prennent la forme de celles [7] N° 2 si on change s en —s, 
cas auquel la formule [26] du N° 4 devient celle qu'on a écrit. 

91. Souvent il sera plus simple de calculer C,; par la formule 


suivante 


(2) (12) ( 


#13). (1277) 
1 


LA = C(p,r,n)= (x?) (1 —20).. (71 


où par le symbole (x?) nous entendons le coefficient numé- 
rique de l'expression une fois développée selon les puissances 
ascendantes de æ. 

Exempre. Soit, comme précédemment, p—6, r = 3, n—5, 
on aura 


GG ao a) 


(1-2) (12?) (1x) 
= (26) (14 œ + 2° + 098 + 2oi + 2 + oi) (1 + a+ gi+ a +...) 


= (x) (+ a+ 2249764... )(l+a+ai+tat., )—6. 
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92, Remarquons que la valeur de w(x), en la multipliant 
r+l° 2 n Ée 
et en la divisant par (1— x Ù (2 LATE Tr ja peut aussi 
se mettre sous la forme 


AE VU mn (tant) 
[23] Van mie)... 1) 


? 


qui, d’après les principes exposés, donnera le coefficient de <4 
dans le développement de 


1 
A2) 22) (122)... (122) 


En ayant égard à ces deux formes de w (x) il s’ensuit que: 

TaéorèMEe. Le nombre des manières dont un nombre p 
peut être formé par la somme de r termes de la série 
0,1,2,3,...,n est égal au nombre des manières dont ce 
même nombre p peut êlre formé par la somme de n termes 
HONG ST ROIONINPP PRES 

Aïnsi soient les éléments HRS MERS Re 0 io. 


et soit Res DO on aura les 6 combinaisons 
4,9,101%2,2;4 1n6,5 081015 20)055 20e 
et si avec les éléments CESR ES 


on cherchait à former le même nombre 8 avec 5 éléments 
choisis parmi eux, on trouverait pareillement 6 combinaisons. 


322,2,1,0:.2,2,2,2,0:1,1,8,3,05,3,32,0,0:12.2,3 10 22210 


Ce théorème équivaut à celui-ci : 

9%. TuiorkmE. Si avec les éléments aa... an On com- 
pose une fonction de degré r et de poids p, le nombre des termes 
qu’on obliendra sera le même si on forme une fonction de : 
degré n el de poids p avec les éléments aça,a, ar. 
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Ainsi la fonction 
Aaa+Ba,a;+ Ca? (DAS n—-d (79) 
a le même nombre de termes que la fonction 
NUE PS EC 0,0 (p=d n—=2  r—4A). 


Mais on aurait tort de croire que le théorème puisse donner 
le nombre des termes dont se compose une fonction symétrique 
exprimée en fonction des coefficients. Ce théorème ne peut 
regarder que la forme littérale d'une fonction, mais il ne 
peut rien fixer sur la valeur des coefficients. 

Par exemple la fonction complète 


Zopy—=a,a,a,— a?,+4a,n,—3a,a,—+"Ta,a; —12a;, 


se compose de 6 termes. Mais si on suppose qu'il ne s'agisse 
que de n—5, alors le terme —124, disparait, et la fonction 
se réduit à 5 termes. Pourtant on a dans ce cas comme nous 
avons vu C (6,5,3) —6. Ce nombre est effectivement exact quant 
à la forme litérale, car il faudrait encore y joindre le terme 
en a*,, qui satisfait aux conditions voulues de degré et de 
poids ; mais son coefficient est 0, lorsqu'on passe à la forme 
numérique. 

94, On peut démontrer le même théorème d'une façon 
plus directe. À cet effet, nous mettrons ce théorème sous la 
forme que voici: 

Takorème. Le nombre C(p,r,n) des solutions des deux 
équations 


[4] na,+(n—lja, ,+(n—2)o, ,+..,+2«+a—p?, 


[25] ot... +a =" 
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est égat au nombre C(p,n,r) des solutions du système des 
équations 
rB+ir—1)8,,+—2)8, +... +282, 
Bo Bi Be se = B—n. 


On suppose que les nombres &, 8 peuvent prendre toutes les 
valeurs possibles, sans en excepter zéro. 

Démonsrrarion (*). On voit, en effet, qu’à chaque solution 
du premier système on peut en faire correspondre une autre 


déterminée par l’équation 


CSS Es m1 a Ce a en M AC mn Sn à 


qui n’est autre que l'équation [13]écrite d’une autre façon et par 
laquelle le nombre u est partagé en n parties, dont chacune 
ne peut pas dépasser le nombre ». Ainsi cela revient à de- 
mander de combien de manières le nombre u peut être formé 
par n éléments choisis parmi les 0, 1, 2, 3, .…, r. 

Ainsi, par exemple, aux solutions 


D=S0r Fr 


6, n=S8 (0,1,2,3,4,5,6,7,8) 


8.147.046.145.24-4.0+38.2+ 92.011.030 | 140414240121 0-10—6 
8.0+-7.14-6.14-5.1-4.3-13.0-2.01.0—30 | 041414143104 0-1 0—6 
8.14-7.0+-6.2--5.14-4.14-3.042.0-4-1.1—30 | 1042111 0-1 011—6 


correspondent les solutions conjugucées 


646-644-4421 01 30 | 6.34-5.0:-4.2 3.019.112 — 39 
6+-64-64-64342414-0— 30 | 6.445.040 3.149.111.140.1—30 
64-545+5-444-84141— 30 | 6.14-5.34.1-3.1-L2.0-11.9 — 30 


340424041492 — 
44-04-0411] — 8 
1+34-1+14-0-2 — 8, 


(*) Cette démonstration est due à M. Bellavitis. 
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95. Nous avons vu que le nombre des coefficients indéter- 
minés dans l'équation aux dérivées partielles, N° 86, est 
[26] Vp = Cp — Cp-1. 
Or Cy1 (N. 87) est le coefficient de æ°— ‘3 dans le développement 
[1] ou le coefficient de æ? x" dans le a de 


= æ . 
(—2) (1—22)...(1— 22) 


Par conséquent V, sera le coefficient de «°° dans le déve- 
loppement de 

1—æ 
(1—2) (1—2%2) (1—2°2) ...(1—2"2) 


—(1—x)>3A 3 —(l—x)Z—2. 


Mais on a 
Fes (121) (a+?) ne: (= vtt) 
€ AsAatem ur) é 
donc 
LE Hi) )(1— dure) Re (ere) 7 
rt } (12%) (12)... (1—2) 
et 


n+1 n+92 n+r 
VC (at) (2)... (x }. 
PT] EE M don 7) 


en désignant par (x?)F le coefficient de x? dans le dévelop- 
pement de F. 

Par suite de la formule [26] et en s’aidant de l'analyse pré- 
cédente, on verra qu’en posant 


Ps a=E(;)+E(S)+ e +8) 
nm nlneu) Es) #5 5in, 


(*) q. ne diffère de s, que par l’omission du terme 1, car l'expression 
du second membre n6] ne diffère de Z que pour l’omission du facteur 
Î1— x, qui égalé à O fournit la racine 1. 


Fai Ds Bruxo — Théorie des formes binaires. 11 
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on aura encore cette expression de Vo (V: N. 88) 


Hd NC 0 0 
2 gi EE er MR 0 
3 a Qi no 0 
[29] 123...pVr=— | 
. . . = À —{»—1) 
p Tp1 Qp= 2 Qp=—3 SO gi 
7 
96. Application aux invariants. Comme on à pe 


r et n étant les degrés de l'invariant et de la forme, il s’en- 
suit que 

Le nombre des invariants de degré r correspondants à 
la forme n, est égal à celui des invariants de degré n 
correspondants à la forme r. 

ASE En effet, dans les deux cas, le poids est 
DE _. et nous avons vu que le nombre des invariants est V,,, 
donc ce nombre est constant. 2 

Pour 2 2 "d'ou p= =", on à à chercher le coefficient 
de x" dans le produit 


1— x n+1\/ a"? 
( nie Et 


pp dn Je Er 
, 
Par conséquent, si n—?2p, la seconde parenthèse donnera V,=1, 
ce qui prouve que pour les formes paires il existe un îin- 
variant de second degré, et qu’il n’y en a qu’un seul. 
93. Soit par exemple n—5, r 


4, p—6, on aura la forme 
de l’invariant de 4 degré correspondant à la forme quintique 


Aa;ad + Bad + Caa at Daa+-Ea.a,a ie 
+Gaay+Haa; 


et l'opération 


_ d 
Al=a _ + 2a de Tete =0 
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fournira l'équation 


AI—Aa,as-+ (5A + 2B + 20) a,a,a-- (4B+- 6D +-E)a,a,a, 
—-(40+2E+-3F)a,a." a, +(3E+6G+2H)a,°4,a5+(3E+-4G)a,a —0, 
et on aura 6 équations pour déterminer 8 coefficients: par 
conséquent on aura 8—6—2 invariants de 4 degré, qui 
seront donnés par les deux solutions 
ED =0 V0, DL = 6,FKr—=4,G—4, H=—3, 
OBS Cl D=—],, EE? F0, G=— 1, 5=0; 
et ce seront les fonctions 

ad? — 64343409 + 44303 4GŸ A0 — 30545, 
All? — Aya dy — A 3° 9° + 23430149 — do. 


Les formules [28, 29] donnent dans ce cas 


D=0, Dr, g—3, g—=6, g—0, g——1I 
0 —10 0 0 0 
2-20 0 0 
|2 0—20 0 0 ER D 


| 0-30 0 
123456 Ve | © à S ra —|6 2 040 | 


DU 3 12005 it 
AU 0 0 
Mr 8 —40 DS 
— 1.2 : ee : —1.23|5 0 —5|—1.2.34| 5 0 —5 
+ 0 
SE 8 2 0 8 2 
— ].2.3.4.5.6.2 ; 


d'où enfin No2; 
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98. Mais par la formule [27] on trouve plus aisément l’ex- 


pression 
LE ai) (1—27) (125) (1—2° 


Me AUOT —a) (#17) 


qui, TS est égale à 


Ces) (++) (a) (a+ a) (1 
ce qui donne immédiatement la valeur susdite 
te 
Appelons ainsi en général . | Je nombre des invariants ue 


degré r correspondants à la forme de degré n,on aura Var = 
On trouvera par les méthodes ci-dessus exposées oi 


(Es ee os (Le (4) __ (4)_ (ape 
T1, Tel, T=1, Ti =, T2, T2, T, —2 
os DIE Les 
T,=2, T, —2 T,,—2. 
Par exemple, on aura 
@ y — poon A2) (2) (a) (12°) (1710) 
T, = Vi (x RTL ER 
NT de en (125) 1 —4) (1-45) 
No borne en 
(C2) Ho œ) JAH a+ 2-8 rs) 
—=]+1+1—1—2. 


Pareillement, il viendra 


té 2 (as) (2) (1 -210)(1-21t)(1 - 212) (1 - 8) 

(a?) (12) (121) (128) (128) (1 — 27) (125) 
=) (1 aa) (1) (1 0t8)(1 +2 +a6)(1+ 0 )(1+ 42) 
nn de ou VOD 0 NS 
Rd Grue (+ x. 
= NID ED 20 80 ot 18 918 920) Ir 

—J ht one Le —92—)2, 


Nous connaissons en effet deux invariants de la forme quin- 
tique de degré 8; l’invariant fondamental et le discriminant. 


(x Je 
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Mais on peut à l’aide de ces calculs se proposer une question 
plus vaste. Proposons-nous, par exemple de trouver le nombre 
des invariants de degré @ appartenant à la forme cubique. 
Appelons bre T°. C — 2 

ppelons ce nombre T,. Comme p—--, on aura par les for- 
mules [22], [27] 


) ; 30 ? 
© 2 a om 2 1 om om À or) 
8 L | (1—2?) " 7) LE: (1— æ?) (1— +) . 


Or ce nombre, en ne gardant que les seuls développements 


utiles, c’est-à-dire en limitant le numérateur à 12 
x" sera 
e 1 _ “a 2) 
AD ee æ 
ou en changeant æ en æ°, 
PR en les ET qe 
Te =) Bande das — 


1 


DZ 


] 
—(( 0 


Mais la seconde partie, ayant égard au numérateur, ne peut 


. 3 . . Ê 
. pas fournir des termes en x 9. donc il viendra simplement 


[30] =) Mes Lie 


Les degrés des invariants de la forme cubique doivent done 
être de la forme 4h. Mais pour g—4, V,$—1; donc tous les 
invariants de la Rue cubique, en appelant I cet invariant, 
sont de la forme J. 

Pareillement, pour la forme biquadratique, on aura 


D g01) (18?) (1— 7049) (1— 00 +4) 
(1— 22) (1— 28) (1— Ë 


et) 


1-7?) É 
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Mais par des raisonnements analogues aux précédents on 


trouvera 
Lt ) K=7 te. (C8) TE 
Ce ee = Eole 
=) ne = D ne =? 
et enfin 


£ 2h+ 
[31] 1 EG ) Ua) — (GA | 1+ a? ai SA% 1 “ie 


Cela nous prouve que tous les invariants de cette forme, en 
appelant L, I, les invariants de 2e et de 3 degré, peuvent être 
représentés par la formule 1 L ,etqu'iln'y en a pas d’autres. 
Car le coefficient A de æ&”*"" sera égal au nombre des solu- 
tions en nombres entiers de l'équation 24 +3k—68. Mais tel 
sera aussi le nombre des fonctions 1%,1#%,, dont chacune sera 
aussi un invariant de degré 6. Toute autre fonction pourra 
être représentée par une fonction linéaire de ceux-ci. Ainsi, 
en appelant généralement invariants irréduclibles ceux dont 
tous les autres dépendent, on saura que les invariants 


(4543 — GG)? — (os — à?) (4,43 — Gx'), 


Po 
da; 4,43 + 3a ° Ù dy d à; 
Œo d; (24 


4 


sont les invariants irréductibles ou primitifs des formes cubi- 
ques et biquadratiques. 
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99. On aura pareillement, pour n —5, 


ol 


> 791 — p0+2)(1_»0+3 \— 0 +1 _ mB+È 
T = GyÙ 2941) (1— 297?) (1— 2073) (1— 70 #1) (1 — 50 #5) 


(—&) (1—&) (1 — 2) (125) 


, 


et l’on trouvera par des méthodes analogues aux précédentes 


se 1 39 x? 
di ns Cu 
PH ” 
+ (af) c fie 


(2) (1-2 (1— 2) 


Or, selon un artifice imaginé par M. Cayley pour simplifier 


cette expression, on peut observer qu'en multipliant les deux 
< (1—æ%)(1—a) (1%) 

- u 

termes de la première fraction par Dane mie en ,qui 
est certainement un polynôme entier en æ? de degré 8 +12 


+ 16 — 36, le numérateur se réduira à 


1404 298 at Bot Op dote LBot8 4001 A2 Ga A6 Gar28 
+500 7084 5784785 598 170 Dpt Goiit Ai Gyis + 4rÿ0 + Ayo? 
- gi Ag + 22813704 at 0gii Lys y SL, 


tandis que le dénominateur deviendra (1-x!°) (1-x°%) (1-æ&%) (1-4), 
dont la forme prouve que l’on peut laisser de côté dans le 
numérateur tous les termes dont les exposants ne sont pas 
des multiples de 5. Ainsi la première partie sera — 

162) ve 


À: “ ent 
a) ag) (D 


14224 424576 +728+400+327 
(2) (12) (2) 


{(*) Pour retrouver cette 3° partie, on remarquera que le numérateur 
6 


dans (y est 
a+ di+ 225 2 a+ as 29 — 


æ3(1—a7) + (1— xt) (1 æ°) (1 + ac?) ac? 


1— x Her 


L 
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. La seconde partie se réduira pareillement, à l’aide du multi- 
(— æ)(1— at )(1— 1) 


plicateur 2) 5) as ? 


2? + 22 + 86 + 28 + 0 
a ( PIE = Fe — L | 
GG) (1— 2?) (1— xt) (1x8) 


en négligeant tous les termes dont les exposants ne sont pas 
multiples de 3. Ainsi on aura, en réduisant le tout au même 
dénominateur, 


1 
A2 (1— 2) (1 25; (1 — 2°) 


X 


GA) 


[142 +58 7a8-dpl0+8pt (225+90+806. 284 210) (14 27+ vf) +26 (1 + a‘) ] 


— 6 (— +?) (nrrer) 0 1— 25 + 71 2: 
D or 


Observant enfin que 


LE 
l — ï è D, 
RTE 


et qu'il est irréductible, on aura 


32 Le) _——- 
[32] (x) (— &') (1— a) (1 — gl) (1— 7'8) 


Cela nous prouve que les formes quintiques ont 4 invariants ; 
I, de 4 degré, I, de &, I,, de 12, I,, de 18e degré; et, puisque 
36 est divisible par 4, 12, 18, toutes les puissances du déve- 
loppement du second membre auront la forme 4p+8q+12r+18s. 
Ainsi tout invariant de degré 9 de la forme quintique, pourra 
ut marque, ou ont ne 0 Se 

Fe a condition 4p+8q9+12r+18s—0.Seule- 
ment ici, à cause du terme æ%, le nombre (x) est inférieur 
d'une unité à celui des solutions de l'équation 4p + 8q + 
12r + 18s— 36. Par conséquent il faut que ces invariants ne 


soient pas tous indépendants. Et en effet, comme nous verrons 
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dans la suite, l’invariant I,, n’est pas arbitraire; son carré, 
comme l’a démontré pour la première fois M. Hermite, est une 
fonction rationnelle et entière des trois autres invariants. 

100, Par ce qui précède on aura vu de quelle importance 
est l'étude de la fonction w{æx) (N° 89), à savoir 


(1 nr) =) ne (nt) 


(33) Bu Gamme ote 


Il ne sera donc pas inutile avant de quitter cet argument 
de donner encore quelques développements très-intéressants 
sur cette fonction. 

On observera d'abord facilement que 
[34] 27 


= vi; 


d’où l’on déduit cette autre propriété, que 
[35] CDR CMNr- Dr M0); 
car l'équation [34] devant se réduire à une identité, les coef- 


ficients des mêmes puissances en 7 doivent être égaux; ainsi 
11 nr —? 


nr EU 2 
CHR AE 
Observons encore qu'on à 
20 (aies ds) = door (a+) (1—a" +). (a), 
D ir: (1) H=au-2) U20 


d'où l’on déduit par la considération des coefficients, comme 
précédemment, 


C(p,r,n—=C(pLr,r,n+l)—C(p+r,r—1l,n+1) 
ou, en changeant p en p—r, n en n—lI, 


C(p,r\n)—C(p,r—1l,n)=C(p—r,r,n—1l). 
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De là, par l'échange de ren r—1,r—2 successivement, 


C(p,r—1,n)—C(p,r—2,n)=C(p—r+1,r—1,n—1) 


d’où l’on a cette relation remarquable 

[36] C(p,7, x) = 3,0 ( — &,R, n— 1). 
On peut simplifier la recherche de la valeur de ce coefficient 
C(p,r,n) par les considérations suivantes. Si on pose 


[37] (— æ2)(1 473)... (1— 22) 14 B,3+B,#+.. +R 7", 
on obtient comme précédemment, par l'échange de æ en #2, 
k à k HAE) 
(—x)B,:—=—8B, ,æ (1—x 
et par conséquent 


SAGE T—kHAN [4 pr—k+2 er 
DA pe D ent eie 
A a) (1= 2) .….(1— 25) 


[38] (1—æ2)(1—4&°2)...(1—2" 2) —1 —x U=æ), Va 1x") (1x?) 21... 
1x 7" (1—x)(1— x) 


équation déjà donnée par Cayley (*). 
Si l’on change z en x”, l'équation [37] deviendra 


le Foi FE en te k à kn+ = KI) (= 0) UE æ") 
( X = 1x 
En vertu de l’équation [21], il viendra alors 
[39] | 
CU,r,n)= (a )3 (0 


1 
PA +7 k(R4T) 


(a) (et) (2) 129) (10 


Par cette formule, le seul développement à faire est celui du 
dénominateur; et il suffit d'étendre les sommations jusqu’à 


(t) Researches on the partition of numbers — 


actions, 1855 Philosophical Trans- 


Re — 


une valeur de X telle que in+ À = R(RL1) ne dépasse pas p. 
Par exemple, pour =; qui est le cas des invariants, il 
n’est pas même nécessaire d’aller jusqu’à he 

On peut encore écrire la formule [38] ainsi qu'il suit, 


1 
—k(k+1) 
a" 


40] C( — à - 
[0] C(P,r ne) =Ÿ, = 1e 4 (1—æ)...(1—x")(1—x)(1—07)..(1—x" À) 


en posant w —p — An. $ 
En revenant maintenant sur la formule [27], on voit que, en 
posant V, = V (p,r,n), on a, soit par la formule [26], soit par 


les formules [27] et [35], 

[41] Vp,r,n)=V(nnr), 

[42] Nr a =N (nr Dr, 

D'ailleurs, comme (v. N°95) V, est — (x?) (1— x) ZA 2", il 


s'ensuivra que 
“ + LHR+1) 


Vs — x = ik ? 
3] Vr=( D EE M 


et selon les#besoins on y pourra échanger r, n entre eux; 


par conséquent on aura encore 
k(k+1) 


+ * = = k œ % : - 
[4] Ve) ji nn (A &)...(1— af) (1— 22). (1 œ" 1) 


Ainsi, pour 2—5, on trouvera 


L E (a +1) 
2 
No 1)" (x 2 ; 
É 2 Le (=)... (af) (A 0)...(1— + À) 


OÙ W—7 2x), et on retombera sur la valeur de T, N. 98 


sauf le changement de 7 en 6. 
Nous dounerons à la fin de l’ouvrage des tables des diverses 
valeurs de V,. 


RP PSS TP PTS LL 
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$ 4. 
Application à la forme quintique. 


O1. Nous pouvons faire uneapplication intéressante des prin- 
cipes exposés jusqu'ici à la théorie des formes quintiques. Nous 
avons vu, N. 64, que la forme quintique peut être réduite à la 
forme canonique [23]; or, comme on va voir, l'étude de cette 
forme peut conduire à des conséquences importantes. Examinons 
d’abord ce que deviennent les invariants de la proposée [22] 
lorsqu'on les dérive de la forme [31], invariants auxquels ils 
sont égaux par la nature de notre substitution. Partons, pour 
plus de simplicité, de la forme 


( Au pos (u +0) —0, 


qui se déduit de la forme [31] en posant = À pee 22 


Alors les invariants, multipliés par une puissance convenable 
de n, seront ceux de [31, N. 64]. L’élimination de w et v entre 
les dérivées de [1] par rapport à « et à », 


Ë MU Qu o=0 , pot (u+o)—0 


nous fournira le diseriminant et par conséquent les invariants 
de 4 et de 5e ordre, par suite d'une relation connue entre les 
trois invariants. Nous avons d’abord pour ce diseriminant 
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' 4 tr L 
l'expression (*) Au (ya—yu), ou, sous forme rationnelle 
et entière, 
(84) 


ai. ; 2 
[8] Norme [au (A+ y h)"]= [au u)- tu |- 1281 pu? (Au-1-)- 


(*) Il suffit de voir que des équations [2] on déduit 


DORE “_|/# 
u \v à v Na 


et la première des [33] deviendra 
4 4 


VAE (VE+) 0. 
Pa me 


(**) On entend par norme le produit de plusieurs facteurs, fonctions 
successivement de toutes les racines d’une équation donnée. Ainsi actuel- 
lement 


Norme = [au+-(A+Va)] Qu (8-7) Qu+(Vot a) ]Qut-(V8-1Ve)] 


4 4 4 4 4 Pre 
= [Qutatu+6 7 n)-16 (at aus) Guau-6y/ ur) 6 (rue yau)] 


ou 


4 DES 
= | (utitu)+ aus (Baux) Vu]. [aua+u)+anus (gau-1-u) VMrë fr 


et enfin — (au + À + u)?+ au] — 16 Ce à AL ; 


ce qui se peut mettre encore sous la forme 


Lau +u)au | — 1282402 (au 2H): 


On pourrait encore trouver le discriminant au moyen du déterminant 


4X GA 4X Au+À1+u 

6À 4X Au+À—+u du 

4x Au+À+u au Gu ’ 
Au+À\+H au 6u 4u 


qu'on formerait à l’aide de la méthode abrégée de Bézout, c’est-à-dire 
en partant de la forme [24], N. 41, du résultant des deux équations [2]. 
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En désignant donc généralement par I, l'invariant de degré 


4, on aura 
L, = [ua + ue — 4 | (*), 
Teen 1 Dana | Le : 
En comparant ces expressions avec celle du discriminant, 


on tire cette relation remarquable entre le disceriminant et 
les deux premiers invariants de la fonction quintique, à savoir 


Discriminant = [°,— 128 I, 


si on remplace À,u par leurs valeurs, on aura sous forme 
entière ) 


[4] I,= (mn + In + mn) — 4linn°? 
= (Im—In— mn) + 4imn(l+m—n), 
[5] I, mn? (lim — In — mn). 


(*) Il suffit d’observer ce que devient l’invariant 
Li (af — 3e + 2cd)?— 4 (ae — 4ld + 3c?) (If — Ace + 34°), 


lorsque la forme proposée devient la [32], ou bien que le covariant 
de 2e ordre et de 2° degré devient Aa°?+ (Au+A1+p)æy—+uy?. 


(**) Au moyen du covariant de 6° ordre de la fonction de Et, on peut 
trouver l’invariant de 8 ordre. En effet, on a pour la forme 


A+ ay + SAXE D) Au + À Hp) dy Su(u +2) yi+ BuxyS + ny, 


et alors il viendra pour l'invariant que l'on cherche le déterminant 


À 3À 3 (A +2) Au+itu 

3À BA (À +2) Au+À+u 3u 
(AH2)3X A++ 3u au 
AU+A HU 3 ju k 


Mais il est plus simple de prendre la formule 
R—A(bd—c)+B(bc—ad)+C(ac—b!?), 
et alors on verra qu'il se réduit à 


VE QAU HA + U) RU AE Nu) NU (AU À — pi). 
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Pour trouver l'invariant de 12e degré, il n’y a qu'à voir 


ce que devient dans ce cas le discriminant de l'équation 
cubique [26] (*), et on trouvera 


[6] Ds dmn. 


A ces trois invariants fondamentaux il faudrait ajouter 
celui de 18 degré trouvé en 1854 par M. Hermite et dont 
l'expression en fonction de !, m», n donnée par M. Sylvester, 
serait 
[7] 1,,= Ann (1— im) (14 n) (m+n). 


Pour plus de commodité, on peut changer n en —n, ce qui 
revient à éthanger entre elles B,Y et o,y dans les expressions 
de m et n, et on aura ainsi tout à la fois les 4 invariants 
fondamentaux sous la forme 


I, = {(Im+ln—+mn) — Amn (1+m+n), 
1,= nn? (Im + in + mn), 
Té=tmn,, 
1, 41m (1— m M) (ln) (nm—n), 


[8] 


HO®. Par cet échange l'équation canonique de la forme 
quintique binaire deviendrait 


lus mo — n(u + v) — 
Or les valeurs des trois premiers invariants nous permettent 
de former une équation dont {, m, n seraient les racines. 
On aura, en effet, 


[9] ae 


I li — 


ar I 
42 


(*) Le discriminant (voir les tables) se réduit alors au seul terme 
Bc7— (Au)? (Au)?= Mu. 
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Or le discriminant de cette équation serait 


2 2 


I I 
; Ne. 18 RS 

I PORTE AUS 0e LS LS Ce Te 
1e 


et en l'exprimant à l’aide de ses coefficients on obtiendra, 
toutes réductions faites, cette relation remarquable (*} 
18 


[ui] AR no Pa RE RP te 


par laquelle il est démontré très-simplement que l’invariant 
de I,, est fonction des trois premiers invariants fondamen- 


(*) Supposons que la forme cubique soit 
au + Ba?y + YTY? + à ; 
celle du discriminant est 
1Saprd + pay? — Aa — ARS — 27020?, 


et si, pour abréger, on pose 


TUE oc, 
l’équation canonisante [9] devient 
,, ac—b? b é 
DD RE 6° =: 
ac (CE 


d’où on déduit que le discriminant est 
1 E 
ele PES 
1602 


C 
= ——>| a(ac-b}-72abc +8b3c rot | 
1662 


2 
Mais par l’équation [10] cette fonction est — st 
1662 


donc, en remplaçant a, b, c par leurs valeurs, il viendra 


2 4 3 2 
Last (lilisn li FOLIN T2L Lee 


ne rues 


taux (*). Cette même équation va nous servir pour exprimer les 
coeflicients 7, m, n et u de la forme réduite en fonction de &eux 
de la proposée; car en la résolvant et en posant, pour abréger, 


A?) Lé—=lul— ls, 
13] Lis 361 lil 6.1214, — 1, , 
on aura 


: né pee 
5 / 10 
121 = — Ti p | Le 2161,1 "+? ÿ Lis— 2161,41, (**). 


En remplaçant p par les trois racines cubiques de —1,on aura 
les valeurs de Z, m, n. De ces expressions il résulte une propriété 
remarquable de la forme canonique ; car puisque ces coefficients 
sont des fonctions d’invariants, il s'ensuit que, si dans la forme 
quintique proposée on fait une substitution linéaire quelconque 
æ—=pr'+qy", y—=px + ay", la forme canonique, à cause du 
facteur pqg'—»p'q qui sera commun aux coefficients /!, m, n, 
demeurera invariable. Ainsi la forme canonique (31), N. 64, sera 
une forme caractéristique de toute forme quintique donnée (22). 


fs Nous avons déjà donné cette méthode pour trouver la relation 
susdite dans une note insérée dans le Journal de Tortolini, 1855. 
(**) Il suffit de se rappeler que, en posant 


az? + 8b7° + 3cx + d — 0, 


3 3 
1 1 VIe 
on a avt} 1541 av0+r) 5 B—24aVC; 
où B—Gabc—u4—208, C—(ad— bc} —4{ac—b?) (bd —c?), 


et dans le cas actuel, 


2 3 4 3 
Lu 3 (Lol — I) Is + ri—2 ke se 12 1liali6+ 12,2 — 26, 


5 2 5 a 
JAI Le 1215 1914 
Le NL Lis 
C= Vo= +... 
16 Ji24 4], 


FAÂ DE BRuNo — Théorie des formes binaires. 12 
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Les valeurs de À, u seraient évidemment 


8 a 
5 5 
— List p Dons Leln+ p? Vis-nerss 


2 


[14] = 3 4 


LT | Le +216 T1 + p° Ls—216 1517 


5 4 
— Ls+ p° Vurnen RD Var Lil}, 


FÉNONTE 


3 pe 
on Vissmonss p° PET 


12 


Ces valeurs deviennent égales lorsque 
Ls—0, ou La—0 , 


ce qu’on pouvait prévoir par l'équation [7]. 
Dans cette hypothèse, les coefficients de la forme canonique 


AUS + po (uv) — 0 


équidistants des extrêmes seront égaux; et par conséquent 
l'équation proposée pourra se résoudre algébriquement. 

203. Nous pouvons encore faire une application à l'équation 
de 5° degré de ce que nous avons appris à l'égard des invariants 
exprimés en fonction des racines. 

On sait que Lagrange a réussi à faire dépendre la réso- 
lution d’une équation donnée, de celle d’une seconde équation 
que l’on appelle résolvante, et dont la racine est composée 
linéairement avec celles de l'équation proposée et les puissances 
d'une racine de l’unité du même degré. En particulier La- 
grange à démontré que la résolution par radicaux de l'équation 
du 5 degré, si elle est possible, peut être réduite à la déter- 
mination d’une racine commensurable d’une équation du 
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6e degré dont les coefficients dépendent rationnellement de 
ceux de la proposée. Cela provient de ce qu’on peut former 
des fonctions de 5 lettres n'ayant que 6 valeurs ; mais comme 
elles sont au moins du second degré par rapport à l’une des 
lettres, le calcul des coefticients de la résolvante en fonction 
des coefficients de la forme quintique devient extrêmement 
pénible. Mais M. Hermite (*) avec la pénétration qui lui est 
propre, a le premier reconnu qu’on peut former une fonction 
des 5 racines n'ayant que 6 valeurs et bien appropriée au calcul, 
puisque elle est en même temps un invariant de la quintique. 
Soient, en effet, ü,8B,Y,b,e les racines de l'équation 


a+ 5 4,2 + 10 4,2% + 104,24 5a,x + a;—0. 
Posons d’après ce géomètre 
10] (a—B(B—7(r—d) (eu) (av) 8—0)2{r—€)"(5—0)2{e—8)" | 
Cette expression n’est susceptible que de 6 valeurs ; ce sont en 
appelant À la première partie, d la seconde; et en posant pour 


abréger 
À=(1,2,3,4,5) , u—(1,5,5,2, 4) (*) 


les expressions suivantes : 


aitu) , Ga) , = do (ht), 
LG) , a (Hs >" Le—do (A Es); 


—_— 


où 
1-11 29,45) == (l 2 2, 24) 
M—(1,2,4,3,5), H==\l 2 0,4), 
A==11,2,3,9, 4), = 420) 
== 112, 9,3, 4), ul 2,40) 
== 112, 45,8) He 1,4, 3,210), 
111,2, 5,49), u==(14 26,9) 


(*) Cambridge and Dublin Mathematical Journal 1854. 
(*#) Les nombres 1, 2, 3, 4, 5 représentent successivement les racines 
d, B, Y, à, €. 
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Soit maintenant 
45 A SEA ELA SE A LA TE A —0 


la résolvante, dont 4,, £,,...,{, seraient les racines. Puisque 
les coefficients A sont des fonctions symétriques des quantités 
t et par conséquent des fonctions symétriques des différences 
des racines a,, 4, …, o,, lesquelles y entrent toutes au même 
degré, ces coefficients seront des invariants de la forme quin- 
tique; donc, d’après la remarque du N° 99, À,, A,, ..…., À, seront 
des fonctions linéaires successivement 


A1 de me A, de LE Ts IL, ];? , 
À: | de I, Is, A; | de L, LSls, Il, Lils?, I5ln, 
As | de L, Lis, Le, A6 | de IS, Léls, LPia, 12157, Lilslis, 55, Lie. 


L’invariant fondamental I,, n’y figure pas, car puisque les 
coefficients sont des fonctions rationnelles et entières de degré 
multiple de 4 par rapport aux coefficients & de la forme 
quintique, et tout au plus de 24° degré, aucune combinaison 
de I,, avec les autres invariants fondamentaux n’est possible. 
On voit ainsi avec quelle facilité, une fois les invariants 
connus, on peut maintenant contrôler ou achever des calculs 
qui auraient été autrement inabordables. 


RIT TT TS 


CHAPITRE SIXIÈME. 


DES COVARIANTS. 


$ 1. 


Propriétés fondamentales. 


1024, Étant donnée une forme 


se n (n—] A 
D le, =a"tna ty oo tt, 


on appelle covariant de cette forme une fonction @ de x, y 
et de ses coefficients, dérivée de la première, de telle sorte 
que, à une puissance près du déterminant de la substitution, 
la transformée de la dérivée est la dérivée de la transformée 
de la fonction proposée. 

En d’autres termes le covariant de la transformée est la 
transformée du covariant. 

Ainsi, par exemple, la fonction 


[2] (ac — U?) x (ad — bc) &y + (bd — c°) FE 
est un covariant de 

[3] aa + 3ba°y +- 3cx°y + dy* ; 

car par la substitution 


[4] _ æ—pX+aY, Y—=DX AY, 
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la transformée de ce covariant, à savoir 
Liac— 1) p°+ (ad — ve) pp + (bd — c) p°]X 
Br T=/+{2(ac—v)pa-Had—ve)(pa+-p'a+2ba—c)p' a ]XY 
[Tac — 1) + (ad — vo) a+ (bd — &) a? ] Y? 
est, à un facteur près, équivalente au covariant de la transformée 
AX5+ 3BX?Y +3CXY*?+ DY* 


ou à 
(AC — B?) X?L (AD — BC) XY + (BD — CEE 


En effet, à l’aide des valeurs 
A ap°+ 30p°p'+ 3cpp°+ dp", 
B = q(ap°+ cp") + 2pp' (gb + a'c) + q'(bp°+ dp") , 


C—p (ag + cg") + 2ag'(p0 + p'e) + p' (bq° Le aq") , 
D — ag + 300°q + 3cqq"?+- dq'® : 


on vérifiera sans peine que . 
(AC — B?) XL (AD — BC) XYL (BD —C?} Y—(p9-—p'q)T, 


On peut constater facilement, par exemple, que les coefficients 
de X° sont égaux dans les deux membres, c’est-à-dire que 


AC — B°— (pq — p'q)* [ (ac — L?)p°+-(ad — bc) pp'+(ba— c?) p"| 
105. Ainsi {out covariant @ est une fonction qui satisfait 
à l'équation 


[6] p{As,A1,A2...X,Y)—(p9'—p'a0)".plas,ai,a3..DX—-QY,p'X+Q'Y) 
ou 


[7] P (As TE À, Ar) X, Y) —_ (pa — p'a)"p (Go; di, Cas PR æ, y). 
D'après cette définition, chaque coefficient de X°Y” dans 


le 1 membre de [6] reproduit, à un facteur près (pq'—p'q)", 
le coefficient du même terme dans le second membre. 
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106. Nous appellerons, comme pour l’invariant, u l'indice 
du covariant; et si nous supposons que le degré du covariant 
par rapport aux variables soit », et que le degré du covariant 
par rapport aux coefficients soit >, on aura ce 

ler THÉORÈME. L'indice du covariant est exprimé par la 
formule p= TT. 

DÉMoxSTRATION. En effet les coefficients A, étant de degré n 
par rapport aux quantités p, q, p', q', et figurant au degré » 
dans le covariant ®, les coeflicients des variables X,Y, seront de 
degré #7 par rapport à ces mêmes quantités: d’ailleurs celles-ci 
entrent déjà au degré #2 dans la forme @ du second membre [6]: 
donc puisque le déterminant est de degré 2, on aura 


nT—m 
2 
PPonrexemple pour NS, —2, "—2, 0n aura LL —?, Comme 
on vient de voir dans le covariant susdit de la forme cubique. 
Puisque les covariants peuvent être de différent degré par 
rapport aux variables et aux coefficients, nous appellerons 


Qu —= nr —m x MES 


ordre le degré m du covariant par rapport aux variables, et 
degré le degré 7 par rapport aux coefficients de la forme. 

COROLLAIRE. Pour les formes de degré pair, les covariants 
sont d'ordre pair. 

20%. 2 TakorkMe. Les poids des différents coefficients d’un 
covariant forment une progression arithmétique dont le 
Premier terme est l’indice —— et la raison 1. 

DÉMONSTRATION. En effet, si l’on fait la substitution 


TX 
= aY 


9) 


ee = 
le coefficient du terme en X°”7‘Y' acquerra le facteur a * , en 
appelant mr, Son poids, tandis que le facteur en « du même 


Nnr—Mm ; 


+1 
terme dans le second membre de l'équation [7] sera à ? ,: 
1 F0) s- . , r x 
donc Déni ect ce qui démontre le théorème. 
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. Posons, par exemple, n—4, r—3, m—6: les poids successifs 

des termes du covariant d'ordre 6 de la forme biquadratique 
SerODbS, 480,10, 1/,10,09. 

CorozLamRE. Connaissant les poids et le degré des coefficients 
d’un covariant, la forme littérale des termes successifs peut 
être écrite d'avance. Il ne restera plus qu’à déterminer les 
coefficients, ce qu’on apprendra à faire par la suite. 

219$. > TakorkMe. Dans un covariant les termes équi- 
distants des extrêmes s’échangent entre eux par l’échange 
mutuel des coefficients équidistants des extrêmes dans la 
fonction génératrice. 
 Démonsrrarion. En effet si l’on change æ en y, ce qui 
revient à faire la substitution æ —Y, y —X, la transformée 
du covariant quant aux coefficients ne différera du covariant 


que par l'échange des coefficients équidistants des extrêmes: 
et ainsi il faudra que 


p(a 


nm Env ce Gr dy X,Ÿ) =(— 1)Fp;(&o, 4, …, & a Y,X), 


n—l? “n? 


ce qui n’est pas possible, à moins que le coefficient de X"7*Y 
ne devienne égal à celui de Y”"'X par l’échange des coef- 
ficients a, en a,_,, qui s’est opéré dans la forme même à cause 
de la substitution ci-dessus. On ne tient pas compte du signe + 
qui peut affecter le covariant et n’altère nullement la forme lit- 
térale. Seulement par cet échange les termes changeront ou non 
de signe, selon que l'indice du covariant est impair ou pair. 

1O9. 4 TuéorèMe. Tout covariant ? satisfait à l'équation 
aux dérivées partielles 


de _, de , =, dy dp 
[8] Vos Mo pren Ja RU + na 0 


 DÉMoNSTRATION. En effet, si on fait la substitution : 


æm—X+EY, 
Ve Y>, 


= 
par définition on aura 


DR OR pig be a. X-LEY Y). 
ou 


DB, C TE. y) — (4.0.0... 4v). 


Maintenant, si on développe le premier membre selon les puis- 
sances de € à l’aide de la série de Taylor, l'équation deviendra 


ne 2 &: 
p+el— 1° E ae A F Ga, 0 ne Je L..—=0, 
et pour que cela ait lieu quel que soit €, il faudra que le coef- 
ficient de €e soit nul, ce qui est précisément l’équation [8]. 
CoRoLLAIRE. D'après le 3 théorème le covariant satisfera 
aussi à l'équation 


dp 
nn ER D] LS a TOME 
[9] æ 55 a, Sn re Mi ee + na, 


APPLICATION. SOit 


LA 


sh m—S 
UN 


M] 


p—Cx mr 


le covariant: les équations de condition du 1°".système [8] seront 


Co 4Co 4Co Co (+) 


LT + 2a PT Oro Re onde . — DA 
ac ac ac ac 
do + + Sn 2 UE, 0 
ao dC+ ac d0: 
10 £ 2 | a 
[10] de on Sa He Na 20 , 
40 è 
074 se My = 0 LE RRE + na 1 — Im ml? 


; d 
(*) Il suffit d'observer . l'opération y — _. donne 


FO et y+m(m—1)02" + (Re £" te Le +mC, 19". 


m _ ET 
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et les équations de condition du second système seront 


Cm m 
Na y -+ (n Dar + Perte +4, =, 
d —1 dCn—1 10e 
: u + (n—1) a; Es te es —- ni 
dCn_2 10: 
m—2 m—2 m—2 
—] ES Re a 
fu] na; da + (n 7 d ñ ni + n lan m—l? 
ac ac aCi 
nage + Un Dre ne + a, be {m—1) C, , 
Co 4C 4C + 
Um (n 114 F7A + RRNTRETS + ; da, == mC, 


D'après la forme de la première des équations [10], on voit que 
C, est un péninvariant dont le calcul n'’offrira aucune difficulté. 
ExempLe. Supposons n— 3, r —2, m—2; la forme cubique 


aX° + 3a,a°y + 3a,xy? + ay”, 
aura pour covariant une expression de la forme 
Ca? +2 C,xy + Ca y, 
et les poids de C,;,C,, C, seront, d’après le théorème (N. 107), 


CT à 
2 2 


Cy = Lodods + L,a,?, 
Cr Maas + M,a,a, , 
CG = Laa; + La;’, 


23,4. 


On aura donc 


et le premier système d'équations donnera 


AC 4Co 4C 
do da + on ir Ce 


ac, 


CAS ac 
UP7A “a Een + SL Porn AU 
£ 3 


0, 


PRE > 


2 ao (Lo + Li) = 0, L=—L=——|1l, si Li —1, 
Aya (M, +3 M;) +24, M — Ada — af, 
1 ; 3 ] 
MS 3M=— 3 ? MS: 


Par conséquent le covariant quadratique sera 
(dods — à) 2° + (as — QiQs) y + (ads — as°) Y?. 


210. Observons maintenant qu'une fois le premier coefficient 
connu, on peut obtenir tous les autres par des simples différen- 
tiations. 

En effet d'après les équations [11], on voit que, 


[ 1 ac 
C2 in —t}a., un 
A. ] . aCi 
ne die 


12] 


ei Ton Loir MON a sea per al etudes 'e 


ExempLe. Les coefficients du covariant de la forme de degré 5 


| 

De zS | 2%y ap | PAT | PL ay y | 

SU loss | Les | ar 

| — — 3bc +34 | +"be + 3ce — 34e — . 
— 6e? —8cd | —64? 


se déduiront de C,— ac —b? par les équations 


Gr (50 0 + 40 D sa D), 
= à (50 PEt+ 40 et + 3e D + 2e a) 
Ge y (E eo En + a Te 2e etre) 
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et nous n'écrivons pas les C,,C,,C.,0,: car ils se déduisent 
des autres par le simple échange des coefficients équidistants 
des extrêmes. 

Remarque. Si on représente par 5 l'opération représentée 
par le second membre [8] le covariant p—(C;,C;,C:,.. ; mIEZ y)" 


devra s’annuler si on y applique l'opération d—y-=— ï- ::Dec la 
on tirera évidemment l'équation 


(bC,C1,8C,.2.,00, )(æ,y)"—my (Os, Ci, Ac C _)æ,u)""—=0 


m2 m 


d’où les relations : 


dCy—0, DC Co, DC 2C,, …, 00, —(m—1)C, dC,—mC, à, 


qui nous permettent de déduire du dernier terme C,, tous les 
autres coefficients du covariant. Quant au dernier terme, on 
l'obtiendra en échangeant dans C, (qu’on peut calculer d’avance 
aisément puisque il est un invariant), les coefficients équidis- 
tants des extrêmes. : 

Si on appelle à’ l’opération [9], il viendra semblablement 


NC =mnC,, 00-10, 00 —(m—2)C,, 


mM—2 


' = EE. 
—1? Ù Cat, ? d'C,=0 


MAN. 5 THÉORÈME. En désignant par U, V les opérations 
2 à d d d 
15 ÜU=p = +p — V=g--+g —, 


les équations [8], [9], c’est-à-dire 


Ne 0470 
D 74 er 
Fi TT At D, DR Ses 


relalives à la transformée ® de ®, sont égales à 


F5] U (D) —0 Oo — 
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DÉMONSTRATION. Observons, en effet, que les coefficients de la 
transformée ont (voir n° 69) les valeurs suivantes 


2 l dp r 4p 
OT AS) (a dp 1 71 


ou encore 


7e 1 dp |, dp\" 
17] Dm rl (? aq in a) | 


De sorte qu'il viendra, en ayant égard aux valeurs susdites 
de Ù, V, 


[18] TU). AA VA). 


 r—1 


Quant aux opérations sur les variables, observons que des 
équations 


(SO AX—=gx—Qqy , EY=py—px , k=—pq—7a 
on tire facilement les valeurs 
PRET OX) = O0 UT) = ON ENT) x 


ne A0) ao 
Ainsi, si Es , E DUO] 
désignent les dérivées de © et l’opération U ‘par rapport 
seulement aux quantités p,g,..., contenues dans les variables 
X,Y, il viendra ï 


[191 

do\  ,,[d®\_d® ab 120 
vLol=p (Te) +0 (9) = UHR UR=-Y 
vole (n)+e (5) = v RH VX 9 


(*) En effet, 


x x | ' T— ! JV 
=D +r nt) +08 + ES (ppp = x. 
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Par suite, en se rappelant que © est fonction des coefficients 
et des variables de la forme, et ayant égard aux équations [18] 
et à ces dernières, les équations [14] deviendront 


CL EUR es IE 
Ua) +0 (0) +0 Gr) =0, 


[20] 
49 y do\ _ 
. va)+a(s)+e()=0 


et en étendant le symbole U aux coefficients ainsi qu'aux 
variables de ©, On aura 


F1] U (D) —0 , V (D) —0. 


Ces équations, si on se rapporte au second membre de l’é- 
quation [7] qui sert de définition au covariant, sont évidentes, 
Car U(k)—=V(k#)—0. Mais il faut noter ici que nous avons 
voulu établir cette proposition indépendamment de toute idée 
préconçue sur la nature de la fonction p, et seulement en 
partant des équations aux dérivées partielles [14]. 

En vertu de ce théorème, on peut démontrer aisément que 
toute fonction qui satisfait aux équations [8, 9] est un co- 
variant, ce qui nous montrera que ces équations aux dérivées 
partielles sont vraiment caractéristiques âes covariants, car 
elles fournissent les conditions nécessaires et suffisantes pour 
les caractériser. 

422. 6e Taéorkmr. Si la fonction P(Aoi5Gas..., An L,Y), RO- 
mogëne des degrés m, p respectivement par rapport aux 
variables el aux coefficients, satisfait aux équations 


dp E- dp à d 
[22] D'ra Des da, ot 4e dr ) D au TA =E D 


elle salisfera à l’équalion 


[23] D—P(X,Ÿ) = (pq — p'a)o (x, y). 
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Ce théorème, qui constitue la réciproque de la proposition, a 
été donné pour la première fois par M. Cayley en 1855 (*). 

DéMonSTRATION. Si les équations [21] sont satisfaites, il en 
sera de même des équations [14] et par conséquent des é- 
quations [21]. Mais,en vertu des équations [21], et en observant 
que 


s do do AUD FAO) 
| 
uv rare Tue Lean ragt il 
RATS d’'o do d? o 
VU(D)— p' 
A pers Pasta VOLE ns V'agar m) 


on conclut que 


e. 2: ao db ,d® 
[24] UV(d)—VU (db) — Pro dr à Re 


Observons d’abord que partout, A,, AÀ,, ..… étant des fonctions 
homogènes de p, g, p', g! du n degré, on à 


PR Le 
A at Ga 


Re 
gr nÀ,. 


[25] D p 


D'ailleurs, en vertu des équations [18’] on a (**) 
[26] 


dæ\ .. [d® /[4b\., (re 4% ]_ 
p(%) cal): p(o) rl aq! FE X x Yay =— MN ; 


et par conséquent, en multipliant la formule [24] par a ; 


(*) V. Second Memoir on Quantics — Philosophical Transactions. 
(*#) En se rappelant le théorème connu sur les fonctions homogènes, on 
pourrait encore établir la [26] en partant des équations 


ax MAÉ ROTRe 

D Fa RCE ARS 
OÉORC NE R NR T  TE 
LRO de 


que l’on déduit directement des équations [18]. 
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et en sommant toutes les équations pour les divers indices de 
r et y ajoutant l'équation [26], les premiers membres représen- 
teront les dérivées de æ tant par rapport aux coefficients que 
par rapport aux variables, et par suite il viendra 


CA) FA * 
> —m)d—2 / 
Da +4 dq cp dp' | on ge . eo e+ 


Cette équation, jointe à l'équation [24], donnera 


Me nee 


GA pr RL 


1H, 


L'intégration de ces équations et d’une des équations [21|, 
considérées comme simultanées, fournira l'expression de ©, 


D—(pg— po)". , 
À désignant une constante par rapport à p, q, D', g', fonction 
de @, &,...,4,, ©, y. Afin de déterminer la forme de cette 
fonction À, posons dans l’équation susdite p=—q'=1, g—p'—0, 
auquel cas A,, À,, .…, X, Y. deviennent respectivement 
5, dis.) D, Y 3; NOUS trouverons 


AP (Go, di, .…., ds ®, ÿ) 
et, en substituant, 
D(X,Y)—(pa—p'a)"e (æ, y). 
Partant, comme cette équation sert précisément à définir les 
covariants (**), le théorème est démontré. 


(*) Chaque coefficient de ca une fonction des A, homogène et de 
degré p. Ainsi l'opération ZA ne fait que reproduire @ répétée autant 
de fois, qu’il y a d’unités en ee exposants. 


(##) Y. BriosoHi, Annali di matematica, 1858 ;:-d’où nous avons em- 
prunté cette demonete ation. 
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443.7 Takorèue. Toute fonction qui salisfaitaux équations 
aux dérivées partielles (8) et (9), de degrés m,r, par rapport 
aux variables et aux coefficients, aura pour poids de chaque 


_ m—i i À ke Drm 
coefficient C, en x y la valeur n, — 1. 
DÉMONSTRATION. Posons avec M. CAYLEY : 
dœp d 1 
= 7 REV RE — 
TA à Da TT Pal, ? 
: dœp à d à 
Y=na, ——+(n—1) a, ——+...+92a —— + -——— 
1 d& nn ) 2 da aie LE n —1dan_2 [ 2 dan _1 L 


Si l’on désigne par X(Y), l'opération de X sur Y en tant 
| que Y contient explicitement les coefficients a, et ainsi Y (X) 
k Dour x alviendra XX. Y=XY EXT) , Y.X=YX-EYIX 


d'où NET Ce Ne AS 
Mais on trouve aisément: 
X(Y) = na, PE +2(n—1) Pot ae Lol. a a+, 
YUX) = na, TE +2 ae una, Re +ra, 
Par conséquent : , 
X)—Y(X)—na, a L(n—2)a, a PE = "0 Te - 


Or si le covariant est reduit à 0 par chaque opération 
d 

— y —— [— x —— Il i reduit ar les 
X—y, Ÿ Don een ns eduit à O par le 
opérations successives : 


4 Para d d 
(x se | E mo) (x ee Lx # 
; d d d 
= VV go R(Y)—V(X) yo 


En posant donc 


d d 
En, an ie a +... —(n—2)a 


M co 
: ; d d 
le covariant s’annulera par l'opération Ÿ +7 ad pr 


FaÂ pe Bruno — Théorie des formes binaires. 13 
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h 1 
Soit maintenant as ai dr ‘a ° “y y un terme du co- 
variant; en y dore oroi susdite, on aura: 


ME UM -2)e: (Nr e)e Done ER 
ou | 
ohne teate..+e, ;+e,)-2(6 2e... t+(n—l)e, ,Phe,), 


c'est à dire, puisque le degré 7—=To+m+Tmt..……… LE) 
ith=mieatte tr... Bin lie 70e =" 


Je UP 
2r,—0; d'où Lot 


2i—mtnr D) 


CoroLLaIRE 1“. La seule opération X.Y—YX donne 
nr—?n,=m—21. 
CoRoLLAIRE >. Pour les invariants, comme —A—90, on 
nr 
a nr—?n,—0; donc dans ce cas Ts à Donc toute 
fonction des coefficients qui satisfait aux deux équations aux 
un = x nr 
dérivées partielles X—0, Y—0, aura pour poids St 
REMARQUE. On pourrait raisonner plus simplement ainsi. 
En posant æ—y,y—uy, et appelant X!',Y' les nou- 


veaux X et Y, il est aisé de voir qu’on a X/— +, Y'=0Y; 
: 


Cl re ne 01 LE Partant la fonction proposée 
est fasque reduite à 0 par les opérations X'— Y'r : 
ET ; car on à 
s d il / ” d \ d / d 
EU Pop eo A Fi D a Y — y 
pie : A Dr: 2 dt 


Afin donc que le paramètre a disparaisse du résultat il faut 
que dans chaque coefficient C, de MU Ie poids soit 


constant ; Car & s’y trouverait élevée à une puissance indiquée 
précisément par la somme : 


le, + 2e, + 3€, +... 44e +5 


CE , ee . 2 > 
d’où l’on voit que si Tr, est le poids du C,, celui de C, sera ",--1 
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Nous avons vu qu'au moyen des équations (12), en partant 
du premier coefficient C,, on peut former tous les autres 
coefficients du covariant. Mais en opérant ainsi est-on bien sûr 
d’avoir un covariant? C'est à cette question que répond le 
théorème suivant dù à M. CayLey. 

AA. Se THÉORÈME. Étant donnée la forme (a,, a,, a, .…., an) 
(x, y}, si C, est une fonction de degré r et de poids 3 (mr—n), 
assujettie à la condition XC,—=0, et si on détermine 
C;,C,..C, par les conditions 


PRE cE. 0 — VAT Mir 


m m1 


la fonction (C,Ci,C,..,C Yx,y) sera un covariant. 


DémoxsrrATION. Observons, en effet, que l’opération ve, 


fournira, à un coefficient numérique près, la valeur de C: d’après 
nT—Mm 


les équations ci dessus, et qui sera de poids T,— +i. 
En poursuivant les opérations Y sur C, on doit tomber sur 
un terme 0. Car puisque le plus grand indice est n le 
poids de Y() peut être tout au plus nr; et par conséquent, 


2 +i> nr (d’où 1> 3 (arm), il 


faudra trouver Y' C,—0 . 
Cela posé, d’après le corollaire premier, on a généralement 


quand on aura 


XY—TX—=m—pi: 
et en particulier, pour C,, 
(XY—YX)C,=m0, ; d'où XYC—=YXC, +mC=mMmCO 
puisque XC,—0 d’après l'hypothèse. 
Pareillement CAEN X)NC =(m2) TC; 
partant 


XY'O—=YX YO, (m—2)YC,—mY0,+(m—2)YC,—2{(#—1)YC, 
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De même (XY—YX) Y°0,={(Mm—A)YC; 


d’où 
XYSC—YXY2C,+ (m—4)Y?Co—2(2—1)Y°Co+ (m—4)Y?Co—=3(m—2)Y?Co, 
et généralement 
XYiC,—i(m—i+1)Y 0 . 
Alors en posant 1—=m+t+1, m2, etc., nous aurons: 
xx" 100, xx Ci (mt) 10, XY° 7 0 —(m-3)2.v 0 ete. 


équations qui prouvent qu’on doit avoir Y"+1C,—0 ; car 
Sy C, est différent de 0, la seconde équation donnerait 
aussi Y”*? C, différent de 0 et ainsi de suite, ce qui est 
impossible d’après la remarque faite au commencement. 
De ce qui précède on déduit les relations : 
XO—0, XYO=mO, XY20ç—=Am—1]Y CO, XV" O—=mY" Co, Y* Co—0 
lesquelles, en vertu des équations [27], deviendront 


XO—0, XO=mC,, XC,—(m—1)0 , …. XC. .—0C 


è m—1 m—1 ? 


XO =0 
m 


et l’on obtiendra ainsi le système complet d'équations auxquelles 
doit satisfaire un Covariant, comme nous avons vu au N° 110. 


nr de 


$ 2. 


Émanants, intermutants et évectants. 


115. D'après ce qui précède nous avons appris à former les 
covariants et démontré quelques-unes de leurs propriétés. Mais 
nous possédons des méthodes plus expéditives pour les former, 
fondées sur la considération de fonctions particulières, que 
nous appellerons émanants, intermutlants et évectants. 

Supposons qu’on ait les deux systèmes de substitutions 


T—pX +, CUP SET D'UES 


1 2 
U  y=px+ar, FD yepro. 


Ces deux systèmes, où figurent les mêmes coefficients de sub- 
stitution, s’appelleront congrédients, et les valeurs mêmes de 
%&,y; æ',y' congrédientes. 

Cela posé, si par la première substitution on avait trouvé 
par hypothèse 
3) f(æ,Y)=F{X, Y), 


on aura encore, en appelant À une constante auxiliaire quel- 
conque, 
[4] f(æ+ax, y+ay)=F(X+HAX, Y HA), 


puisque des équations [1, 2] il viendra 


mag =p(X+AX!) + q(Y+AY'), 
y Ay= p'(X AXE M (Y HAN); 
équations qui lient les quantités ax, yaAy' aux autres 


X+AX', Y—AY' par les mêmes relations qui lient les æ, y 
AUXEX SV. 
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Or, si on développe l'équation [4] par la série de Taylor, il 


viendra DL 
(a dia ab si ae trar)e 
d'f Le Douce rl dir 
NE r—1 — X 
es M da”  . ETS dy! mt 


on à donc ce 

A1G. Tuéorime. Si les variables x’, y’, x, Y Sont congré- 
dientes, on & 
F5] lo+ve)f= CET) 

Dans le premier membre les coefficients sont des fonctions 
des a et des variables æ, y, tandis que dans le second membre 
les coefficients de X’, Y’ sont des fonctions des A et de X, Y. 

D; bp sè Sylvester nous appellerons émanant la fonction 

nr d FH) Dans un sens plus large on pourrait dire 
que Ce un est un covariant. Mais alors il faudrait en- 
tendre que les variables aient été changées simultanément en 
X, Y, X', Y'; et alors l’émanant serait une fonction telle que sa 


transformée serait un émanant de la forme transformée. 
ExEMPLE. Soit 


f—=ax?+2bxy + cy?; 
on aura 5 (a+ y' 5 f—= (ax + by) x'+(bx + cy) y', 
dont la transformée est un émanant de la forme 
= (AX BY) X(BX+ OY) VE (LR tr a) F. 
En effet, [a (pX + QY) +0 (p'X +-q'Y) |(pX'+ av) 
+ [0 (EX +47) + c(p'X + aY) |(p'X + gr v) 
= (ap? + 2bpp'+ cp") XX’ 
+ (apq + 0 (pa' + »'a) + cp'a!) (YX'+XY) 
+ (ag°+-20gq'+ ca") YY' 
= (AX BY) XL (BX + CY) Y' 
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#47. On peut établir le théorème autrement (*). 
Soit F(X,Y) ce que devient f(æ, y) après la substitution 


D — pX + QYŸ, 


6 
(5) y=p'X+gY. 


Daps les équations différentielles dérivées de l'équation 
FR YF IE, ), 
Savoir, 
A PAR LS 
de + dy => SAXE te 
æœf 


2 
DR dus + 2 ET day + F7 dy CF ax 0 


dx dy ax _. 


aXaY + A aV?, 


on pourra considérer dæ, dy comme des nouvelles variables 
et leurs coefficients comme des constantes. 
En effet, on a par [6] 


: dx —pax + qaY, 
PI dy —p'aX + q'aY, 


d’où l’on voit que les accroissements dx, dy sont entièrement 
arbitraires et indépendants, et que d’ailleurs ils sont liés entre 
eux par la même substitution linéaire que les variables elles- 
mêmes. Ils continueront donc de l'être dans les équations 
différentielles. On pourra ainsi de deux d’entre celles-ci dé- 
duire les valeurs de dx, dy, lesquelles devront coïncider avec 
celles qui sont tirées des équations de substitution. Cela étant, 
rien n’empêchera de considérer dæ, dy comme des nouvelles 
variables et leurs coefficients comme des constantes relativement 
aux variables. Par conséquent, tout ce qu’on-pourra tirer de 


(*) Ce qui suit aurait pu être mis de côté; mais nous l'avons laissé pour 
faire entrer un peu dans notre cadre l’histoire de la science; car je crois 
que c’est par cette voie que Sylvester a entrevu les émanants. 
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ces équations différentielles, regardées comme des équations 

entre deux systèmes de variables (4x, dy), (4X,dY), sera légitime. 
Un exemple bien simple éclaircira ce qu'on vient de dire. 
Soit m—2 et 


[8] a+ 2 boy + cy"—= AX°+2BXY + CY?, 


où À = ap*+2bpp'+ cp”, 
B— apq + b (pa'+ p') + cp'q", 
C—= a+ 20qq + cg"; 

on aura | 


[9] (a+ by) dx + (bx + cy) dy —(AX+-BY)4X + (BX+ CY) dY, 
No]  ada?—+2bdædy + cdy®— AGX?2BAX AY + CaY?. 


On pourrait tirer de ces deux équations les valeurs de dx 
et de dy en fonction de 4X, dY: valeurs qui coïncideront avec 
les formules [7]. Maïs il est plus simple de substituer celles-ci 
dans les formules [9, 10] et de vérifier qu’on a une identité par- 
faite. Ce calcul ne présentant aucune difficulté, nous le lais- 
serons de côté. 

Puis donc que dans toute équation différentielle, qui d’ailleurs 
peut se mettre sous la forme symbolique 


d 4° d : 
mu] (an + + dy ) flæ,v) = (ax + av +) FIX, Y), 


dx, dy peuvent être considérées comme des variables quel- 
conques, liées aux accroissements 4X, dY par les mêmes 
substitutions que æ, y et X, Y, on pourra les appeler respec- 
tivement æ', y'.et X', Y', et alors l'équation 


î 


[2] (a 4 +0 À) ra, = (+ dt) F (X, Y) 


aura encore lieu entre ces variables. C’est ce qui du reste 
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se voit immédiatement; car puisqu'on a simultanément par 
hypothèse 
æ—pX+AaY, œ'—=pX'+qY!, 
y=pX+AQY, y'=D'X'+09'Y", 
on aura 
La "LS matos] d dy 
te at | ax Ÿ dy ax PE. dy aY 


ar CRE —) de Lx À 
=X (7 de P y ms Ra ' 


de du d 


et enfin 2x . av 2 re En © 


&’où l'équation [12] est évidente. 

HAS. TaéorÈmMe. Tout invariant d'un émanant de la 
fonction @ est un covariant. 

DÉMONSTRATION. Supposons, en effet, que &', y' soient seules 
variables et que æ, y soient constants. Alors, si nous faisons 
dans l'émanant la substitution ordinaire, eu égard seulement 
à æ',y', il viendra par transformation 

tré) rex sons. 
où ao. 8 sont des fonctions des coeflicients de x’,y' (c’est à dire 
de _ : 2 et par suite des coefficients et des variables de la 
fonction donnée), et des coefficients p, q, p', g' de la substitution. 
D'autre part, a, 8, sont des fonctions de #, y, qui se changent en 


d'F d'F e) 
PRE ? DR) ET ER S CEA À 
ax ax!" aY 


lorsque æ, y sont à leur tour transformées par la substitution [2]. 


(*) Observons, en effet, qu’on a æ — _ Se n= 
(pX' +4 VE + (p x +4Y)S =(p5+r x +(q+d EX x 


1 


Dre 
, A AN 
Si donc I est un invariant de la forme [a rt Ur f”, 
on aura, en appelant À le déterminant de la substitution, 
æ! — pX' + q\" : Ve D'X' + "An : 
d'f 47 d'f | | 
dy | dx dy d& 


Changeons maintenant les variables æ, y par la substitution [1]; 
l’invariant I deviendra 


d'F d'F 
DA rCÈES (e | er) | 
Donc 


l l l 1! ; 
NE 
TTC UN 


l l 
ce qui prouve que I Es ) TT be 
dx da. dy 
ExeMPLe ler. Soit 
f (y) = ax + 3bax°y + 3cxy? + dy” ; 


on aura l’émanant (*) 

' d r à è 12 lp! | 12 
[æ =. + Fr: f=2"{(ax + by) +2(bx +cy)x'y + (cr dy)y"?. 
L’invariant de cette fonction, savoir, 

(ax+ by) (cx+ dy)—-(a+cy) = (ac—b?)x°+(ad—bc)xy+(ba—c?)y?, 


sera un Covariant, ce que nous avons déjà appris ailleurs. 
; 2 
ExEMPLE 2, En prenant l’émanant [a +v) de 


dx 
ax + 4b0°y + Gerry? + 4day® L eyi, 


(*) Nous faisons toujours abstraction dans ce qui suit des facteurs nu- 
mériques introduits par la différentiation. 


ON 
et en cherchant son invariant, on a le covariant de la forme 
biquadratique 4 


(ac — Dai + 4(2ad —2bc)ay + (ae + 2b4—3c°)ay? + 4(2bc—2cd)xy8 
+ (ce — d?) y‘. 
ExEMPLE 3°. Soit 


= a0ÿ + 50x'y + 10c2%°y* + 1042 y + Sexy + fy° . 
En prenant l'émanant du 4° ordre, on trouve 


2" (a + by) + 42*y' (0x + cy) + 62" y? (cx + dy) 
+ 42 y" (dx + ey) + y'*(ex + fy) , 


et par suite l'invariant du 3° degré 


ax + by bx + cy cz + dy | 
bx + cy ct — dy dx + ey gs 
à cx + dy dx + ey ex + fy 


d’où l'on tirera le covariant du 3° ordre 


2 5 5 de) 3 EU y° 
ace + acf + adf | + bdf 
— a® — ade — ae — be 
— be — b°f — bcf — cf 
+ 2 bcd + bce — bde | <?2cde 
— —- dd? + c'e — 
— cd — cd? 


H9. Tuaiorsme. À toute fonction de degré impair corres- 
pond un covariant du 2° degré par rapport aux coefficients 
et du degré 2n—4, 2n—8, … par rapport aux variables. 

DÉMoNsTRATION. En effet, si on prend l’émanant 


r 4 d \» ns : ne 
CRT D nl 
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de la fonction, on aura successivement des fonctions de degré 
linéaire par rapport aux coeffigients et de degré n—1, n—2,… 
par rapport aux variables de la fonction donnée. Les invariants 
du 2 degré, qui existent toujours pour des fonctions de degré 
pair, ou pour des émanants d'ordre pair p, seront précisément 
les covariants cherchés, d'ordre 2n — 2p. Évidemment la série 
des covariants terminera par un covariant quadratique ou par 
un invariant de 2e degré, selon que le degré n est impair ou pair. 

CorozLaIRE. À toute fonction de degré impair correspond 
une série d’invariants de 4° ordre. 

DÉMONSTRATION. On peut en effet prendre les invariants qua- 
dratiques des covariants susdits qui seront de degré pair, et 
alors on obtiendra des invariants du 4° ordre. 

Ainsi du covariant de degré 2—2.3—4 de la forme cubique 


(ac — 0?) x? L(ad — bc) xy + (bd — c?) y?, 
on tirera l’invariant 
(ac — U?) (bd — c°) — (ad — cb)? 


de la forme binaire susdite. 

220. Remarque. D'après ce théorème les invariants du se- 
cond ordre des émanants d'ordre pair, d’une forme ®, c’est-à- 
dire les fonctions . 


ap d°p | d'p | 


de? dÿ  \dxdy, 
d'od'p__, d'p d'y 3[_d'® \? 
da" dy" da°dy dxdy? F ddÿ ) 
d'p dép _, d'p dy 15 d'p dy ds \? 
da Grp drdy À | Grp WAR — (a) ur 


seront autant de covariants de la fonction @. La première de 
ces fonctions prend le nom de Hessien du nom du Géomètre 
(M. Hessx) qui le premier l’a trouvée. 
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ExeMmpLe. La 2° fonction donnera pour la forme binaire du 
> degré le covariant 


(ae—4ba+3c?)a +2 (af —3be+2cd)xy+(bf —4ce 3 d?)y°. 


221. Une source féconde de covariants se trouve dans les 
fonctions que nous appellerons intermutants, et dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

THéorÈME. Soit F(X,Y) ce que devient f (æ,y) par la substi- 


tution : 
æ—=pX<+gY, 
[13] y=pX+qY, Nr 


on aura 
PT à “ a à 
Fi) or nv: 


étant la transformée de la fonction homogène quelconque , 


obtenue à l’aide de la même substitution. 
DEÉMonxsTRATION. On déduit des équations de substitution 


K— - (ao qu) ; ee (—pæ+pv) : 
Maintenant on a généralement, pour l'expression des dérivées. 
en fonction des nouvelles variables, 


PR CTAX dur TA > Ai ve 


dx dax dx ART : A oo 


d’où, en vertu des équations [1] 


— RUN EE 
2) LU LT 


dy k 


Ra td d DRE 14 
Nas PAR CRE dd 


Or on reconnaît aisément que ce système aurait pu se déduire 
du système [1] en changeant respectivement 


a CERTES 1 d 1° 4 
0, À RO Er Xe > Yen T 1x 
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Si donc ce changement est légitime sur le système des équa- 
tions [1] il le sera aussi sur tout autre déduit de celui-ci. Mais 
par ce système on trouve précisément 


f(œ,y) = F(X,;Y) ; 


donc on aura encore : 


PR at 
(a ner at’ #kaxl? 


mais, comme f est de degré "», on aura enfin : 
_ RÉ NA 
[14] rl x) =* APT FE) 


Par conséquent l'opération indiquée dans le premier membre, 
appliquée à une fonction de X et de Y, donnera le même ré- 
sultat que celle du second membre, appliquée à une fonction 
de æ, y avec laquelle est liée comme X, Y à æ, y. 


Rae : a 
Nous désignerons cette fonction, f (a » par le 


= a) 
, dy dax 
nom d’intermutant (*). 


Si on applique l’intermutant f (a DE 


GAS . À 
2) à la fonction même 


= ==} —_ 
HT nav PER beau 


pourvu que n soit pair, on obtient l’invariant de second ordre 
DS 
n (n—1) Fe (5 ) 
— LES PS OP PL 
1.2.3...— _. 


2 2 
Ainsi, pour n—4, n—6, on aura les invariants 


da ,—NaQ, + 


dt; —40,4; +30, , aa —64a,,4,+15aa, — 104, 


(*) Nous employons ce mot dans ce sens, bien que peut-être il ait été 
employé par d’autres auteurs dans un autre. 


* 
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ce qui prouve d’une autre façon que {oute forme binaire de 
degré pair a un invariant du second ordre. Il est aisé de 
voir que, si a est impair, les termes s’entredétruisent deux 
à deux. Si pour la fonction f on prend un covariant, l’in- 
termutant donnera évidemment un autre covariant. En con- 
tinuant de la sorte, on voit qu'on peut engendrer à l'infini 
des covariants. 

ExemPLe. Si on change le covariant quadratique de la forme 
quintique en intermutant 


(ae—4va-+3 0°) 7 —(af—3be+ 204) + (pf—A4ce+347)-© 
dy: 177 dx dy 


da”? 
et qu’on l’applique à la forme quintique elle-même 


ao + 5 bay + 10 ca? LH 10 dy + Sexy“ + fy’, 


on obtient le covariant 


(ae — 4ba +3 c?) (ca 13 dx y T3exy* + fy*) 
— (af +3be L acd) (bx° +3 cx°y + 3 dxy? + ey) 
— (bf — 4ce +34?) (ax + 3bax°y + 3cxy* + dy°) 


qui est précisément, sauf un facteur numérique (—3), le cova- 
riant qui, égalé à zéro, fournit l'équation canonisante de la 
forme quintique. 

REMARQUE. Si æ est un covariant de la forme f, et qu'on le 
change en un intermutant, en l’appliquant à un autre covariant 
y de la même forme, on aura un autre covariant. Il faut 
pourtant, afin que les différentiations soient possibles, que 
l’ordre du second soit supérieur à celui du premier. La dif- 
férence exprimera l’ordre du covariant auquel on aboutira. 
Il s'ensuit que foutes les formes qui possèdent des covariants 
ne différant que d'une unilé dans leur ordre, ont un co- 
variant linéaire. Ce principe appliqué aux deux covariants, 
quadratique et cubique, de la forme cubique, donne un co- 
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variant 0; mais si on l’applique à ceux de la forme quintique, 
on obtient de suite de la façon la plus aisée le covariant li- 
néaire N° 8 des tables. 

422. On peut, à l’aide des fonctions appellées évectants, 
trouver encore des covariants. 

Si I désigne un invariant de la forme: 


n n—1 
ag nu 


n(n—1 2 
U+ M a at (AE SE 
la fonction 


n6] (y 7 à a. a Va 
est appellée un éveclant. 

En effet nous allons démontrer ce 

THéorèmMe. Tout évectant est un covariant de la forme 
proposée. 

DÉMoNsTRATION. En nous bornant au cas de p—1, observons 
d'abord que, si les variables æ, y; æ', y' sont congrédientes, 
c'est à dire, si 


L=DX AY. G'=pX'+gY 
YEPX HOT TEL EN 
d’où 
œ@y— d'y = (pg'— p'o) (XY'—X'Y) ; 
on pourra établir l'équation : 
! AU né T u 
L(@u) EX (og — ya)" = F (K,Y) HN (KV! — YX/)" ; 


et, en développant les deux membres, il viendra : 


1e 
= (ANT) LR XIV (A gr 


(astaa/” jeta ty(aag er) AUD anal a a DES 
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Pour former maintenant l’invariant quelconque de cette fonction, 
il suffira de changer les coefficients à,,a,,a,, …. de la fonction 
f (&,y) respectivement en CARE VAN Fos VAE APE VE LEUR 
et si on le développe suivant les puissances ascendantes de À. 
on aura : 


1% l rl : d m2, d \ 
A tue 7 


Cette expression en vertu de la propriété connue des invariants 
doit être égale à celle que l’on obtiendrait du second membre 
de l’équation, à une puissance près de pg'—p'q, c’est à dire 
qu’on aura : 


n à ils Pl 
rl 7 TI ! 
(A, At A.) , x (3 ‘1e " x.) 


M où mn _d a d 
—} [i(aras 2) + (y ré 1 at) |. 


Mais I LEE" — ANT (Rae) ; donc, en observant 
qu'on à \V'— XX, il viendra , 


à nl 0 =) n d nl nl À 
LA 7 ; ! ! RM ! ! / = Q 
M TR DE ne. Ü . — 1 æ me): 


donc la fonction proposée est bien.un covariant. Il en sera de 
même évidemment pour n'importe quelle valeur de p. 
EXEMPLE. Supposons que 


(171 f= ax + 3bx°y L3cxy" + dy* ; 
on aura 
I ad? +4 ac + 4b$d — 30°c? — 6abcd. 


L'évectant 


Fai De Bruno — Théorie des formes binaires. 14 
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fournira le covariant 


| 
Pal ay zy? Y° | 
| 
+ ad + 3abd — 3 acà — a® 
—_ 3 gbc — 6 ac +6bà + 3 bc 
+ 2 D + 3 b°c — 3 bc? — ? 


Pareillement, en ayant recours à l'invariant I, de la forme 
binaire du 5 degré, on obtiendra le covariant du 5e ordre et 
du 3 degré par rapport aux coefficients qu'on trouvera dans 
les tables au N° 2. 

CoroLLaIRE le. Il s'ensuit en général qu’à toute fonction 
de degré impair ?n—+l correspond un covariant d'ordre 
2n—+1 et du 3% degré dans les coeficients. Car (N. 119) 
toute fonction de degré impair a un invariant du 4‘ ordre. 

De même toute fonction de degré pair 2n a un covariant 
d'ordre 2n et du n° degré dans les coefficients. Il suffit de se 
rappeler que toute fonction de degré pair 2n a un catalecticant 
ou un invariant de n +1 degré. 

CoroLLAIRE 2me, Tout invariant d'un évectant est un in- 
variant de la forme proposée. Il suffit en effet d'observer 
(voir N° 129) que tout invariant d’un covariant est aussi un 
invariant de la forme donnée. Ce corollaire démontre immé- 
diatement un théorème d’Eisenstein. 

Supposons que AXE 3Bxy+ 30xy?+ Dy soit le covariant 
cubique trouvé tout à l'heure. Nous savons que 


2(AC— B?) AC—BD 
AC—BD 2 (BD — C!) 


est l'invariant de cette forme. D'ailleurs le seul invariant 
fondamental de la forme cubique [17] est I, ou son discriminant. 
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Donc on doit avoir 


2(AC--B?)  AC— BD 
AC — BD 2(BD— C!) 


2 (ac — b?) ac — bd 
ac — bd 2 (bd — c?) | 


relation donnée par la première fois par ce géomètre, où 


diese Se AR CAEN 3 2h 
= 0 3abc+2t® ; Er —abd —?2ac+be, 
PAU 2 = Se ALU 2 9 
Ce cr 000 2c , D de acd+-2b d bC*. 


Il est aisé de voir de même qu’en comparant un invariant d'un 
covariant aux invariants fondamentaux de la forme, on trouvera 
une foule de relations entre les coefficients. Ainsi en mettant le 
covariant N.2 des tables de la forme biquadratique sous la forme 


Ad 6 Bay + 13Cx‘y°+- 20 DxSy$ + 15 Ex°yit 6 Fxy°- by, 
il faudra que AC—6BF+15BE—10D?—\I°,+ul",, 


à et u étant des coefficients numériques qu’on déterminera 
aisément, et par là on trouverait qu’il est le discriminant 
même de la forme biquadratique. 

123. Au moyen de l’intermutant on peut, d'après une 
méthode donnée par Cayley, déterminer en général la forme 
canonique pour un degré pair, ce qui précisément nous.nous 
étions réservés de faire au N. 66. 

Soit 


2 
A8] Ê = (dos das +. do KR, y) 1 


la fonction donnée, que nous nous proposons de mettre sous 
la forme canonique que voici 


In n 2 < \ 
D9JA Hay)" +Aate-teg) +. +A (etai +AT(et+ay)…. (+), 
T étant un covariant de degré n de la forme 


(20) (aa, ….,a Yw,y) = (x +ay)(c + ay). (x + ay). 
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Comme on voit les indéterminées À,,...,A,, d,,.…,a,, À SON 
bien en nombre 2n—+1 égal à celui des coefficients de la 
forme. Pour les déterminer et pour plus de clarté, nous po- 
serons d’abord ce lemme. 
Si on prend pour intermutant la fonction 


d ne 
[21] (he out LOFES | ? 
et si onl’applique à un des binômes quelconques [2], A(æay)” 
le résultat de l'opération sera nul. 
En effet, ce résultat aura pour expression 


? 


[22] (@o A4; +. a, Ua, GE 1e 


Mais, en vertu de l’équation [20], un des facteurs du second 
membre s’annulera par la substitution æ=—a, y——1; donc, 
la fonction [22] se réduit à 0. 

Supposons maintenant que le covariant T soit tel que l’o- 
pération [21] faite sur T (x + ay). (x + a y) soit proportion- 
nelle au produit même (% + a,y)...(æ + a y). Alors, si on ap- 
plique l’intermutant [21] aux deux membres de l’équation 
js 


(dm NtU) => A (0 toÿ) PAI(T pay). (&—+0,y), 


on aura, par la comparaison des coefficients homologues et en 
observant que l'opération sur la partie X se réduit à zéro en 
vertu du Lemme, les équations de condition suivantes 


n (nr —1) 


34,40, + 1-9 à QUE tie, 

F n (n—1) 

CUS ont OT EC meme Et 
, n (a—]1) 

dr A ere me RME Es Re 


n (n—1 
d9 do — NA, 4 mr - + + a, 
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d’où, en éliminant a,,a,, …, a,, On aura l'équation 


SES à à dy 4 a+ À 
a a a ne e 
i 2 RTS a, ter a, “y 
à 2x = 0 
n—2 n—1 nn n(n—l) dos 
. x 
n—1 ou n PR ds à Cr : 
| D GA Eye Hd Ten 


ExempLe. Soit n—3. Alors on aura 
J=Ao(2+oy)+A(z+oy) + A: (+ ay) HAT (G+ og) (+07) (+07). 
Or, en posant 


(Bo 2,43, 8,42, )— (œ + ay) (50, y) (5 osÿ), 


x 


on trouve que le covariant T, propre à la solution, est l’é6- 
vectant de la forme (a,,a,,a,,a.,Xæx,y} (*), c’est-à-dire le co- 
variant N. 2 des tables, et la forme canonisante sera 

GR a, da y— À 


À 
d'A ds Asa dy 


] 
e 


UF dx — &, Ur 


Ay+A A ds dé 


(*) Pour le prouver il suffira, d’après Salmon, de le vérifier sur la 
forme canonique de la cubique, qui est 3 + y, dont l’évectant est x°— à. 
Or dans ce cas le produit TtayXe Hasta ag), ou æi—y5, devient, 

3 


après avoir subi l’opération ap dx” la même fonction qu'auparavant, 
æ+ys. Cela parce que le résultat est indépendant des transformations 


linéaires qui ramènent la forme canonique à la forme primitive. 
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ExEMPLe 2me, Pour n—1, l’intermutant devient 


Le) 

[ao à, à 27000 2210 

En l’appliquant à l'équation 

(Got Gta, y) = At + My) + Ait + y) +6À(2+ y) (T+07y), 


on trouve que la 2% partie donne 24(da,a,—a”,)M{æ+a,y)(æ+a,y). 
Si nous posons \—2(4a,a,— a), les équations de condition 
fournies par l’intermutant en comparant les coefficients de 
æ*, æy, y seront 

d d— 28,4, a dy—=\@ , 

d043— 28,0, a, 4 Na , 

04 ;— 2, Ag Bo dy N'a , 


. . 
d'où l'ontire; en éliminant q,, @, 4... 


do a; ay—N 
\ 
di TS as  [—0, 
Ay—\  Q a, 


c'est-à-dire la même équation canonisante de la forme quar- 
tique que nous avions trouvé au N. 65. 


RP PPS TPS TT TS TS Te 
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$ 3. 


Covariants considérés par rapport aux racines. 


124. Nous avons vu que les covariants d’une forme binaire 
satisfont aux deux équations aux dérivées partielles 


dp |, 9, dP ?, RE pe 
Go Ta TM Gas 7 ldinga, dre or 
_. dp |, dp RER", 
D à D ui ë 


Or des équations 


‘dp dp TONNES CR 
do das +2 1 Fra .. + na, 1 da, > da , 
d d dœp 
sata e et +de ze dre 


que nous avons démontrées N. 83, il s'ensuit que les équations 
susdites prennent la forme 


dœp dœ 
[1] rip Pris A 
[2] 20% x rs, ® — 0 


On aura ainsi obtenu les équations aux dérivées partielles 
relatives aux covariants exprimés en fonction des racines. 
Soit, par exemple, le covariant 


p— a Z(4— 0) (% — ya.) (%— ya} . 


(*) On sous-entend que 7 est le degré du covariant par rapport aux 
coefficients et que s1—2Za. 
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Posons pour un instant 
p—Y>A(d—œ) ; pes B(r—-7yu) 
On aura évidemment 


UD … 4 : 
2h à qe Ta, —2A (a+) (oi— 0, ) ; 


dœp ap 2 
£ } — PP — d 
À Tan —| œ —?2Ba;(z—yo:), 


nr 7e d 
en reportant les différentiations _… seulement sur le facteur 
æ—yd4; et cela se répétant d’une manière analogue pour &,,0@;, 
etc., il s'ensuit que pour chaque forme du covariant l'opération 


(4 


d d 

D rrae e | 
reproduira le covariant X2(0, + + as +0, +0 +.) ; 
c’est à dire que pour le covariant @ on aura pour le résultat 
de cette opération 2@s,. Or, comme dans notre cas 7—2, il 
viendra 2s,—2s,p—0, ce qu'il s'agissait de vérifier. 

425. Remarque. Il se présente dans la transformation de 
Tschirnhaus une belle application des principes posés, due à 
M. Betti. À cet effet posons 


CH AT ee — 
13] 2 Ga a da AS ASS da s dy MS 
les équations [1], [2] deviennent 
[ST AP=0 , [61 Ap—rsæ—0 (*). 


Soit maintenant 
DR v) = laide Mari 0 


une forme binaire de degré n; et p,(æ,y), p,(æ,y), …, P,(æ,y) 
des covariants de cette forme d'ordre "» et de degré 7. 


(*) Lorsque est de degré 0 par rapport aux variables, ces deux 
équations reproduisent celles du N. 83 relatives aux invariants. 
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pas pe, 1)+3 o4(, 1) +2 oi(e, 14.4 (æ,1)—0. 


Supposons que l'on élimine æ entre ces deux équations, de 
sorte qu'on ait pour résultant 


B{S)— A2" A," +. A —0; 


les-coefncients. À,, À,.,..…, A, qui seront des fonctions ra- 
tionnelles de x, seront tous des invariants de la forme donnée. 
En effet, puisque p,(æ,y) est un covariant, on aura 


Noa 1) —=0 , JPA L) = Sp; 


si l’on applique les opérateurs À et À, à wf(z), en consi- 
dérant z comme fonction de æ en vertu de l'équation 


0(:}=0, À et X, se réduiront à - 
dy CAT 
PR Cm CUITE 


Mais si par hypothèse w(z)—0 n'a pas de racines égales, 


CAT : : 
7; ne pouvant pas s’annuler, il faudra avoir 


ce qui fournit les relations 


À A5—0, À A;,—0, À A,—=0, MA,—=0, 
MA—O0, MAi—=0, AA —=0, MA;,—0, 


et par conséquent ces fonctions seront des invariants. 

126. Les équations [1, 2] n’ont pas seulement lieu pour les 
covariants @, mais pour n'importe quelle fonction homogène 
de æ,y. Ainsi on a encore généralement ce théorème. 

Taéorème. Supposons que la fonction proposée soit mise 
sous la forme 


f(æ,y)=a(æ—-ay)(x—8By)(æ—Ty)… ; 
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on aura 

[7] y Lie ee à + —— ". Je _. —- sv ; 
| 0e of 2 a — 
nets Br Tire —d+-B+-v+...). 


DÉMONSTRATION. La mn de ces rs est évidente. 
Pour la seconde, observons qu’on a 


fe Ten af Bf RL pu : 
“ dy nou . D —$Yy x Q | 


Mais généralement 


donc 


œ = (a+B+r+) + OU + po Le D 


Des relations remarquables [7, 8], qui ont lieu pour n'importe 
quelle fonction binaire, on déduit, eu égard aux équations [1,2] 
relatives aux covariants, une propriété nouvelle par rapport 
à ces covariants. En effet, si f est le covariant même ®, en 
appellant à’ ces racines, on devra avoir,en comparant ensemble 
les équations [1] et [7], 

do 


1 2 Ge da => +, 


d ! d ! ! ! à 
[10] 2 tre ze es | sa +- 8 SA : 


ExempPre. Soit p—a?, >(a—8}(x— y)? le covariant de la 
forme cubique a, (æ—ay)(x—8By) (æ—vy), et supposons 
que 0’ et B’ soient les racines de P—0; on aura 


dp , dp __ dy Rae do 
du | UE dB mer 


LAS a 
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Généralement «’,8! étant les racines d’un covariant œ du 
2° ordre, et à,,4, ,&,,...,@, les racines de la forme donnée, 
on aura cette relation remarquable : 


dp , dp  __ dp . dp dp |, dp 
AO SLURE da . (da, RU Sr 


22%. Au moyen des différences des racines on peut écrire 
immédiatement un covariant. 
Posons ainsi 
A1} 
r CV 4 t/ u k k u 
p=ar>(a,—0,) (aa) (a —0,)"...(x—ay) (ay) (au), 


où nous supposerons que les racines entrent toutes dans les 
facteurs (a,— a,)s , etc. et les facteurs (æ—a,y}*, ete. un même 
nombre de fois —7, et le degré —m par rapport aux va- 
riables; je dis que cette fonction est un covariant. 
DÉMONSTRATION. En faisant la substitution 


G—=pPX+QY,y—=pX+g'Y 
dans la fonction 
f(2,y) = à, (2 — dy) (x— y) (x—0:y)…., 


on doit avoir par définition, en désignant par A,,A,,A.,... les 
nouvelles racines, et par (a,) ce que devient le coefficient &, et 
par l'indice du covariant : 


Ait, S (=) CHE LA (x—0,y)" (æ—0,y)"… 
0 A AA A ln (YA V)a(x Aie. 


Mais on a 
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donc le second membre deviendra 
None (a) = (0) Creer A (x—a,y)" (x—a,y)".. 


divisé par le produit 

(pp) (par) (pan) (0—0,p)".(p—0n)"(p—up)".… 
Mais si les racines figurent toutes au même degré 7, les 
facteurs p—0,p!, p—0,p' etc. entreront tous au même degré dans 
le diviseur. D'ailleurs (a,)—4a,(p—@,p')(p—4,D")...—@of(p;D"): 
donc ce facteur, qui se trouve au dénominateur, sera détruit 
par le facteur (a), qui se trouve au numérateur, et il ne 
restera plus qu’une fonction de la forme [11], ce qui démontre 
bien que la fonction proposée est un covariant. 

Si on appelle a,,a,,a,, … les degrés auxquels monteront 
les racines œ, &, œ3.… dans le produit des différences, on 
devra avoir, pour que la condition proposée soit satisfaite : 

r=at+h—=a, +h—a,t1l, etc. 
Par conséquent, si n est le nombre des racines il faudra que 
nr—=a+ata+ … LRh+HR+LI—Za+m; donc 
Za—nr—m; d'autre part, comme au-dessous des exposants 
sS,t,u, figurent toujours des couples des racines, la somme 
Za sera deux fois la somme s+i+tuL...—m, si u dé- 
signe l’indice du covariant; donc il faudra que 2u—%a, 
ouque 2U—nÀ—Mm, p= comme l’on savait déjà. 

REMARQUE. Le premier terme en æ' aura pour coefficient 
Che CERN CRAN . Mais puisqu'il sera 
une fonction symétrique des différences des racines, il s’ensuit 
qu'il Fi un péninvariant, où qu'il satisfaira à l'équation d—0, 
ou 32 —0 , Comme nous l’avons déjà appris. 

128. Si n est doublement pair —4p, on aura un cova- 
riant, en supposant À un nombre pair : 


p=E (ad) (ay a)". (a3p-1—09) (æ —%p19) j CR EC 


L 
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Ce covariant sera d'ordre Le et de degré }. Aïnsi la forme 
biquadratique aura un covariant du 4-ordre et du 2 degré dans 
les coefficients. Les formes du 8° degré auront des covariants 
d'ordre nA et de degré A ; le plus simple sera celui de degré 2 
et d'ordre 8. 
Supposons n—4p+2, ou —4p. Les expressions suivantes : 


CH k h k 


r LL 2h 2 
p—Z(a—@2) (de—03) (apps) (arm) (—cp+2y) …(2—0ÿ) 


D 


: k k sh k 2h 9h 
p—2(a—0@32) (d3—0@3) (ap -1—03p) (ay—a) (cup) .….(2— 0,7) 
seront encore des covariants respectivement d'ordre nA et de 
degré 2h. Pour n—6, le plus simple sera le covariant du 
12° ordre et du 4° degré. 


Pour n'importe quelle forme de degré n impair, on aura un 
covariant dans l’expression : 


p— > (A — œ) (a; — Nue (a, _,— ce) tre av) > 
qui sera d'ordre et de degré À. 

La considération des covariants sous le rapport des racines 
présente une application heureuse aux résidus de Srurm. On 
sait, d’après SYLVESTER, que ces résidus peuvent être mis sous 
la forme : 


ee de 0 (ea sue =. + ele) ile 


et généralement : 


Sa > (aa...) (æ—a 


r Pa (G—0,., 3) … (@—0,) . 


Or, comme il a été démontré par ScHramm (*), on peut 


(*) Annali di Matematica. Tom. I — 1867. 
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x 


substituer à cette série celle qui est formée par les co- 
variants : 
+. 


2 


Cat, 3 (0,0) (2—0,y)(æ—a,y)…(x—0, y}, 


ae set ed Der sh ete eee. € 


et généralement : 


2(r—1) jatr—1) 


2(r—1 
Ca ZT(a,.….a)(—a, 0) (au)... (a—0,y 

Ainsi l'étude des covariants peut servir utilement au dé- 
nombrement des racines réelles et imaginaires d’une équation 


donnée. 


RSS 


$ 4. 


Propriétés diverses des covariants. 


129. THÉORÈME. Un invariant d'un covariant est un 
invariant de la forme. 

En effet p—(c,c,, C.…X2,y) étant le covariant, et I 
désignant un invariant de ®æ, et C,,C,,... les coefficients 
de la transformée de ®, on aura: 


DU. Dl=AlTO GC; 0). 


m 


Mais par définition (N.105) les coefficients C,,C,,... ne dif- 
fèrent de €,,C,.... que par des puissances de A; donc en 
les remplaçant les uns par leurs expressions en À, les autres 
par leurs expressions en &a, on aura: 


A à A la. 10) 


On démontrera de même ce 

THéorèMe. Tout covariant d'un covariant est un invariant 
de la forme. 

130. Takorkme. Soient p(x,y), W(æ,y) deux covariants 
de la forme f; le déterminant 


De Le 
ax dy 
[1] 
cu ne 
| p72 dy 


sera aussi un covariant de la forme f. 


091 — 
DéMonsTRATION. En effet désignons par D(X,Y), W(X, Ÿ) 
les transformées de ®,4 par la substitution linéaire : 
æ—=pX+gY, 
[2] 
DD IC CETTE 


En vertu des équations: 


D(X,Y)— (pq —70)" @(æ,y), 


[31 ; 
W(X,Y) —=(p9—v'q) w(æ,y), 


auxquelles satisfont les covariants proposés, il viendra : 


A0] 
x = (9 —p'a) t(r£ PRE |; 
A0) 2. 4 dp , dp 
. Poe oeil un le 
LAS ah (EU dy RIT dy 
AU dy \ 
= ap o) (a + TON 
d’où l’on tirera : 
ap. dd | dp dp 
HR sr a” 
CEST dy dy 
ax aY dx eo 


ExemPLe 1%, Du covariant du 2° et du 3° ordre de la forme 
du 5° degré on déduit un covariant du 3° ordre et du degré 5 
par rapport aux coefficients. 


Si on pose le premier —Ax?+92Bxy—Cy?, 


et le second —Daÿ +3Ex?y+3Fxy L Hy, 


=. ee 
on aura le nouveau covariant 
A + By Bæ +Cy 
Da +2Exy + Fy° Ex? + 2Fxy + Hy!° 
de sorte que le coefficient de *, par exemple, sera 
2 (ae —4bd + 3c°) (acf — ade — b°f + bce + bd? — cà) 
—3(af—3be+2cd)(ace—ad—vet2bca—c). 
On vérifiera aisément que cette expression se réduit bien au 
coefficient indiqué par les tables, au signe près. 
EXEMPLE 2. Si on appelle Pæ+Qy, le covariant linéaire de 5e 
degré dans les coefficients (N°8 des tables), Læ? + Mxy + Ny', 


le covariant du 2 ordre et du 2 degré, le Jacobien donnera 
un Ccovariant 


2Lx+ My, Mx+2Ny 
P, © 
qui sera aussi linéaire et du 7° degré dans les coefficients, que 
nous appellerons P'æ+Q'y . 
De même le déterminant ou le Jacobien de Pæx4-Qy, P'xæ+0Q'y, 
ou PQ'—P'Q, donnera un invariant de 12‘ degré égal à 


P(MQ—2NP)—Q(2LQ—MP)——2(LQ?—MPQ-+ NP°); 
de sorte que, si l’on pose 
LQ?—MPQ+NP°—=(L,M NÿQ,—P}——1I,, 
on aura PO DORE. 


— x (2LQ—MP)+y(MQ—2NP), 


A1. Taéorèue. Le déterminant 
SL er EN 
[8] Fi UE Ur el dd | dj" 


est un Covariant. 


(*) Le produit entre parenthèses désigne celui des termes de la diagonale 
du déterminant. 


FAÂ DE Bruno, Théorie des formes binaires. 15 


= O6 

DémonsrrATion. Pour le démontrer, nous ferons voir que la 

transformée de ce déterminant se reproduit. Observons à cet 

effet qu’en transformant la fonction f par la substitution [2] 
et en supposant 7 Ls—m, on a 


su d” d (m) 2° 
[7] # S ee L. S La dE TS M — : di PR CN De nm 2 
ax aY dx” da dy dy 
en désignant par L.., le md des fonctions déterminées 


des coefficients »,g,p,gq' de la substitution. 
On trouvera facilement (*) pour leurs valeurs 


l Li RES 
RES ONE 
ee r 'Q s—1 

ET ‘pd +spad, 

à r(r—1) r—2 , s ns So le 
Ed CO Æ pa, 
RP AT AL UE TP RE 

2) T(7—1) Rs pr] 51 —] s— 

fn Op po resp" pag HE pag, 
pp pa + sp” gg, 

(m) LIRE À 

LL. = 


ÿ L' "r (m) 

Eu #0 l mo ere Lao 

ta tan “A 

1,1 m—1,1l mil AN m—1,1 

ONE TE, ‘0 “4 
m—2,2 m—2,2 M2 Dit m—22 | ? 

l {! 144 (m) 

| 0 ( l dm Gun 


et H le déterminant 
2m 2m 2m 
[10] HD (+ - — « - _ HUE as ; 
aX FA ax" aYdx" ay ax" ay" 
on aura d'abord, en vertu des équations [7], par lesquelles on 


remplacera dans H les dérivées en X, Y par celles en ,y,eten 
vertu d’un théorème connu de la théorie des déterminants, 


[11] H—=LA (). 


(*) Pour mieux faire comprendre cette première partie du théorème 
nous ajouterons ici un exemple. En se rappellant que 


d d d 


— = 7) ——— ETES 
ADEME ra 
ET: ne 
Ha que 
pis æ æ æ æ 
RÉERRE PE TS 0 TS 
nas P da? + 2 pp dædy | D dy ? 
d d EN TR 
ec 0 Alerte "po 


ORALE AE 0e 
FT. dx? 2qq Try q C7 


d’où évidemment 


a d' d' 
IX de dXddy Xp 
d' d: ds - 
AXAYd  AXdYdrdy  AXAYdY 
rs LUE M 
aY-4ÿ aY°dxdy aY dy? 
d' d' di 
n2? ! 12 
pee? i de dady dpt | 
_- en DR ART RTE 
pq pa'+paq pa De dy eee Dai —…— dd 
d' d' a 
2 ! 12 = ER 
PE q dif  drdf dy 
— (pq! — p'a) La d' d” 
mor dx dady  dedy: 
d4 di di 
dx°dy dxdy° dxdy* 
d° d' d’ 


dd  drdy* dy 


He — 


En appelant ensuite P le déterminant 


— Ê"f gui aie à \ 

PE + PET 3 PTE PTE Ne. PL 
ou le transformée de A, 
on aura pareillement P=LHN*), 
d’où enfin 
[121 PLAN: 
Il ne s’agit plus que de démontrer que L est une puissance 
de pa'—#pa. 


Posons à cet effet, pour abréger, dans les équations [8], 
(2) 
l 


LE Ty , et en général = — at, 
P q : ? q r.s 
d’où, par exemple, &@..—=1, a. —ra+sb, 
Pere, use 
a". = > + rsab + D be 


a sera une fonction entière de & et de b. Divisons ensuite 
rs 


dans le déterminant L les éléments de la première ligne par 
p”, ceux de la seconde par pq, …, et ceux de la dernière 


m 
ar ; on aura 
P : mim+1) m(m+l) 
2 2 
L=—?p q Aa 


a 


en désignant par A, le déterminant formé par les a 
comme L est formé par les 1 


r.s 


rs 
« Si maintenant dans le déterminant A, on soustrait les élé- 


ments d’une ligne de celle qui précède, toutes les lignes excepté 
la première seront divisibles par a—b. En effet, posons 


, y 0 ; On aura en vertu des équations [21], [7], 


= (BY(A—+aB) (A+ DB) — d 
dB 


(A--aB)'(A DB) ‘| 


(*) On recounaîtra aisément que on passe de la transformée P de A 
en la fonction A par deux transformations successives de dérivées d’ordre 
# en X,Y en celles de même ordre m, æ, Y . 


000 


Par conséquent, 


(i) (i) d r $ ei à = CE 
dr AB etant | tan) ‘(A+bB) | 
= | (A-HaB}"T{a-+0B)(A+aBa 08 = 


d' j r—1 S à 
b A—+aB B : 
ee L' HSE re | 


Mais comme 


r—1,s 


î _— es 1 = . — 
0] (aan) Han) > A ei \a-oBj aol. 


(0) (Q) ee. 


il viendra D hole —(a—b)a Æ, AN 


De plus, les éléments de la première colonne seront tous 
égaux à zéro, sauf le premier élément qui sera l'unité: il 


s’ensuit que 3 
' (in —1) | 
1 Lo En 1,0 
NET Gen Un Eee Dee 
m—2,1 Pen A 
A,—(b—a) ? 
! (m—1) 
1 dom Enr | 
m(m+l) 
A ,—(b—a)" A,_,; d'où A,—(b—a) ? , 


et, en substituant, 
m(m+1) 


L—(pg —pa) ? 


(*) En observant que 


GEST , +1 = 1, 1,s+1 te —1) a+(s+1)0 


£ (r—1)(r sut, 
QE ar (s+1) ap 


on aura, par exemple, 


= NES) y 
er LS 0e Le RS a—b, 


D Da! dl — dt —(a—b) a" 


r,s r—1, s+1 r—1,5 


=) 


Alors l'équation [12] fournira enfin la relation 
mim+1l) 


[13] PDP EAN AE 
ce qui achève de démontrer que le déterminant A est un 
covariant. 
On aura simplement un invariant de la forme f, si m— Si 
Dans ce cas, en supposant n pair, les fonctions A seront 
; ; n x 
des invariants d’ordre + 1, que SYLVESTER appelle cata- 
lecticants. 
Ainsi, par exemple, pour n—4 il viendra 
d: d' d* 
da da*dy da’dy? 


DCR) RE 


RE d! d' d: s 
2e) dx°dy dx?dy° dxdy® [= a; a ds 7 
d' d' d' UE ds &, 


dx°dy? dxdyÿ dy° 
tandis que, pour n—5, il viendra le covariant 

at +ay , ax +ay , 4,0 + ay 
aæ2 aa d:Y ; UECH + asy UEU ÉS ay È 
LE aYy., ax + a;y , AyX + ay 


qui, égalé à zéro, n’est autre chose que l'équation canonisante 
de la forme quintique (*). 


(*) On peut s’en rendre compte dans mon Mémoire (Liouville, 1855). 
Mais le procédé de M. CayLey est bien plus rapide. 

Selon ce célèbre géomètre il suffit d'observer qu'on a identiquement : 

RU 0 0 La pr yo LUC ON0 

O ax+by , bæ+tcy , cxt-dy | | a b G d GyAbN 

O0 bæ+cy , cxtdy , détey | |b ec d 14 0 æ y 0 

0 cx+dy , dx+ey , ex+fy COL CL e fl 0 0 æ y 
où le premier déterminant du second membre n’est autre chose que le 
premier membre de l’équation canonisante. 


le 


REMARQUE. S'il était démontré a priori que le catalecticant 


DCE TURN 
PORC PA PPS 
Dan Un En 1e 


est un invariant, alors pour démontrer le théorème susdit, il 
sufüirait d'observer que la fonction [6] est précisément le ca- 
talecticant d’un émanant, et que par conséquent il est un 
covariant de la forme. È 

#32, Tasorkue. Soit @(x,y) un covariant de degré n—2 
de la forme f(x, y); les coefficients de la transformée en 2, 
qu'on peut obtenir de l'équation f(x, 1) —0 en y posant 


14 3 = 201 
he ACUR 


seront tous des invariants de f{(x,y) (*). 
DÉMmoxsrrATiON. Considérons les deux équations homogènes 


f(æ,y)—0, 
H5] af 
| 2 —yp(t;y) —0, 
ou celles ci, qui leur sont équivalentes, 


| 5 + ape) =0, es 
[161 


d 
ce — yp (&,y) = 0 


(*) Ce théorème a été donné pour la première fois par M. HERMITE dans 
un magnifique Mémoire sur l'équation du 5° degré (C. Rendus) 1865. 

(**) Il suffit de multiplier la première par y et la seconde par « 
et d’additionner, pour s’en convaincre. 
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Si on les transforme par la substitution [2], elles deviendront 


M Lhrtenyens de 
| #7 tX0 (T0, 
17 
ia | 2 _ yo x =0 
Ca Ut j 


Mais par les équations de substitution on obtient 


GA df | Of Fr “af Lu ee & 
Do ae 0 ay dar de 


et alors les équations [17], en y remplaçant ©(X,Y) par 
(pq! — p'a)" op (æ,y), deviendront 


| à à dE D 
| s' (a . ra a) EX (pa'—p'a)" p (œ,y) 0, 
18 
[18] | a > + SE) —Y(r fee je (æ,y) — 0 
ù D dx 1 dy pq p q P Y Lt ] 


d'où, en multipliant la première par qg, la seconde par g', 
et en retranchant, on déduit 


' d é ! / ’ 
2(pq'—p'4) _ — (aX.+ aY) (papa) ® (œ,y) —=0, 


ou, en vertu des équations [2], 


nd. 1 
2 — y (pg—pa)"  p(t,y) =0 ; 


si au contraire on multiplie la première par p, le seconde par y", 
il vient 


Fa) df ' 1 u—] \ 
8 y 0 \PT EP) PIE) = 


Par conséquent, d’après les équations [16], comme on aurait 
3—=2 (pq —p'4)"", on voit bien que la fonction 3 a la pro- 


priété de se reproduire à une puissance près du déterminant 
de la substitution. 


Re. 


Observons maintenant qu'en se rappelant ce que nous avons 
dit sur les résultants, l'équation en 2, en posant pour le 
moment æ(a,l)—M;, sera 


Ft) (= Fa) 1e Flu) 


= 
c’est-à-dire, en appelant A le discriminant f'(a)f'(æ«)..…. . 


n A? .n—2 B' .n—3 j «? 
© À y el Se 22 De don 


à n—1 She 
ou le terme en + manque, par une propriete connue de 
M; | M: 


l = SM... 

QUES Pad À Pl) À Fa à 

Remplacons maintenant 2 par ——— ; cette équation 

deviendra De) | 

n AN y 2 , Qu—3 B' n—3 

2 (png D (pq pa 

— ÿ 
+ (p9—0 a)" & K° (0. 


A 


Or les quantités A', B', .…, K' sont évidemment des fonctions 
entières des coefficients @, 4,, &, ,.… de la forme proposée; 
d’ailleurs, en vertu de la dernière équation, ils doivent se re- 
produire à un facteur près si l’on transformait directement 
l'équation en z; par la substitution [2]; donc ce seront des 
invariants. 

Notons que le théorème ci-dessus ne commence à être appli- 
cable qu’à partir du 5 degré; car pour n—4, n—=3, il 
n'existe pas de covariant d'ordre 4—2—2, 3—2—1. 


— 234 — 


SE 


Nombre de covariants fondamentaux 
d’une forme donnée. 


233. D'après les théorèmes exposés aux N° 109-114 il est 
aisé de voir que tout covariant est déterminé dès qu'on en fixe 
l'ordre et le degré, et que l’on trouve son premier coefficient 
d’après la première équation [10] N° 109. Par cette raison on 
appelle son premier coefficient la source du covariant. Comme 
nous avons dejà observé pour les invariants, cette équation, 
où le poids est devenu p—1l, laissera autant de coefficients 
indéterminés qu'il y à d'unités dans la différence entre le 
nombre des termes d’une fonction de degré 7 et de poids p 
et une autre de degré r mais de poids p—1, composée avec 
les coefficients de la forme &,, &, @a a,. Par conséquent en 
exprimant comme avant N°88 par C (p, r,n) le nombre de ma- 
nières de composer un nombre p avec des élements 0, 1,2,...n 
choisis » à » même avec répétitions, le nombre des covariants 
indépendants ou asyzygétiques (*) de degré 7 dans les coefti- 
cients est exprimé par la formule 


C'(p,r,n)=C(p,r,n)—C(p—1,r,n) 


NT — M ae : Pa 
DOUBS D Ol l’on veut savoir combien il y en a de 


degré » pour tous les ordres »% depuis m—0 jusqu'à m—nr, . 
il faudra faire la somme de toutes les valeurs de C’ (at) 


(9) Cette dénomination introduite par Sylvester signifie que les fon- 
ctions dont il s’agit ne sont liées entr'elles par aucune relation. 


Doi 
pour ces diverses valeurs de ». Cela posé, si l’on suppose 
d’abord n7 pair, on aura pour C’ cette suite de valeurs : 


A OM (T TA n)—c (ir, n) : 
230% En —],r n)— (Er 
nr 
—= =c(T LE ñ) e 
m—=nr—4, C(r,n)—C{(l,r,n), 
An 200 %:n), 
Pareillement, si nr est impair, on obtiendra pour cette somme 


C — ; Te a) . Donc ce nombre, pour toutes les valeurs 
de nr paires ou impaires, sera (*): 

6 1 
[1] CT ,rin)+c(® rh 


puisque l’une des deux parties s’évanouit selon que. nr est 
impair ou pair. 

134, ExeMmpLes. Supposons 7—2. Il faudra alors cher- 
Hero) Let comme C0 (7.2)—=0/(7, 2, r), on'aura: 


| : je 5%) de r +2 : 1 


Passons maintenant à n—3. On aura alors à calculer 


On aura d’abord 


del ” 3r—1 (ee Dies 4) z +) 
(rs) ar) = | 
ou bien, en nn LENS 
37 — 1] HP eo (a +at+a)x . 
T3) = Dino Ca) 
On peut reduire la recherche de CS) à celle de (x”», en 
observant qu’on a identiquement 


ile 6\2 == 12 
AT pare aa 


()V. CaxLev's Second memoir on quantics — Philosophical transactions. V.145 (1855). 
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d’où 
æ s(+a+e)(+a+e) 
A2) (12) (1—2) Lie 

En négligeant dans le numérateur tous les termes dont les 

exposants ne sont pas multiples de 3 on aura évidefnment: 
r as + 279 r æ+22 

aan C9 aq 0 en = 
Quant à l’autre partie du second membre, elle se reduira à 


r LÉ 
(x ATEN 


cf, r, se ) 


(x) 


Donc les deux ensemble nous donneront 


% + 
(5 
RUE ; 
3) = pa (= 
d’où l’on déduit pour Rare quelle valeur de 7, le 


On trouvera pareillement C 


nombre cherché = TE La Mais en observant qu'on a 
(1+ x) (1 + x) — un 2 SR on trouvera que le nombre 


des. covariants no étiques de degré correspondants à la 
forme cubique est représenté par la formule: 


r 1— 75 
R] CD a a = 155) 


d’où il résulte qu’il y a par rapport aux facteurs 1—x, 1—4*, 
1—2*, 1x, quatre covariants irréductibles respectivement : 
le covariant de degré 1, ou la forme elle même (w); le co- 
variant de degré 2 et d'ordre 2 (C,) ; le covariant de 3° degré 
et d'ordre 3 (C.); le discriminant qui est de 4° degré A. Ces 
fonctions à cause du terme æ* sont reliées entr’elles par une 
relation identique, ou syzygie, du degré 6 entre les covariants 
irréductibles. On trouve en effet (N° 136) : 
(C;) — Aut+4(C,}ÿ —0. 
2535. Pour n—4 la formule [1] se réduit simplement à 


de r+2 r+3 r+i 
C(2r, r, 4) — à res Ge 7) 2) 919) = 718) 
( te LE ) C (2r, 4, r) (GA ) (1— x) (1— +?) (1— #°) (1—#!) 
(2 ï a 2(1+æx+2 +) 
Eater CD 22: 
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En observant que 
1 l+v+a tx 


mail) al —2'h(l—2){(1— 2) 


et en négligeant dans le numérateur les termes en æ,a*, la 
première partie du second membre se réduit à 
2r L+e Ti 14 
GG D 2 12) — D A 2) (1— 22) (1 — 2) 
Par conséquent les deux parties ensemble donneront 
Nr ture 
C(2r,r,4)= (x } Aa) 05 
Lie Us, 2) 


ts 33 ! . A EC NE Ÿ 
Si l’on réfléchit que 1 —x+a Mae ice à 212 


il viendra encore 
: À 1— 75 
13] Cr, r,4 — (C2) a 


2) D) (1-2) 


Par conséquent les covariants de la forme biquadratique seront 
cinq : un de l1* degré, qui sera la forme elle même (u) ; le second 
l’invariant I, de second degré, ou en d’autres termes, le cova- 
riant de degré 2 et d'ordre 0; le 3« le covariant de second 
degré et d'ordre 4 (v); le 4” l’invariant I, de 3° degré; le me 
le covariant de 3 degré et d'ordre 6 (@). Tous les autres cova- 
riants de degré 7, puisque on aura toujours d’après la formule 
ci dessus 


r=at?2b+?2c+3d+se, 
seront fonctions de ces 5 covariants. Seulement à cause du 
terme — x° du numérateur qui diminue d’une unité le nombre 
des covariants irréductibles de degré 6, ces covariants seront 


liés entr’eux par une équation de 6° degré, à savoir (V. N° 137) 
I, u$— TI, u0 + 4 D — P?. 

En poursuivant la même voie de calcul pour les formes d’ordre 

5, 6, ete., M. Cayley dans le Mémoire cité avait eru un instant 


que à partir de la forme quintique le nombre des covariants fon- 
_damentaux était illimité, tandis qu'il est limité pour les formes 


GES — 
cubique et biquadratique, comme nous venons de voir d'après 
lui. Mais M. Gordan et Clebsch ont trouvé dernièrement par 
d’autres méthodes que ce nombre est au contraire fini. Exposer 
leurs recherches ici ce serait dépasser les limites du cadre res- 
treint de l'ouvrage; c’est pourquoi nous nous contenterons de 
donner ici la note des covariants pour les formes quintique et 
sextique, que M. Clebsch fixe à 23 pour la forme quintique, et à 
26 pour la forme sextique, à savoir 

Pour la forme quintique 


s 


D'ORDRE DE DEGRÉ 
À 0 4, 8, 12, 18 | ce sont les invariants fondamentaux; 
4 1 5, 7, 11, 13 | ce sont les covariants linéaires; 
=) 2 2160788 
3 3 0020 
è 4 4, 6 
3 5 Ho fl le premier est la forme même. 
» 6 2, 4 
1 2 6) 
] 


9 


Pour la forme sextique on a 


O2 


D'ORDRE DE DEGRÉ 

0 2, 4, 6, 10, 15 | ce sont les invariants fondamentaux; 
2 015.5 1000 12 
4 RE PSN 
6 ». 3, 4, 6, 6 |le premier est la forme même. — 
8 di 


Deux de même degré. 


, » 9 


bi hi À Er rt © 


1 

2 

10 |4 
| 3 


Ceux qui voudront approfondir la question, pourront con- 
sulter l'ouvrage de Clebsch, Theorie der binären formen, et 
ses Mémoires insérés dans le Journal de Crelle. 


RP SR PTS 


& IV. 


Applications. 


4136. La notion des covariants conduit à des résultats inté- 
ressants par rapport aux formes cubique et biquadratique. C’est 
ce que nous nous proposons d'exposer maintenant. 

Soit la forme cubique réduite à la forme canonique 


= 3 Ji 
HIDE MY; 


le covariant quadratique se réduira alors à C,;,—Imxy, et le 
covariant cubique à C;— ln (1x — my). 
Or il est aisé de trouver que 
(La — my) + Alma y = (la + my}. 
Comme dans notre cas le discriminant A ou l’invariant fonda- 
mental de la cubique se réduit à lm°, il viendra, en mul- 
tipliant par ln, 
Cum (La — my°)| + 4 (imxy) = lim? (1x + my°), 
ou (AG Au, 
relation trouvée par Cayley. En écrivant cette notation ainsi 


+ (0, — Au) =— C, , 


on voit que les fonctions 


j(Gtu/A)  ,  +(G-uy2) 


doivent être des cubes. Par conséquent, la racine cubique de 
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chacune de ces expressions doit être une fonction linéaire de 
æ, y. Il en sera de même de l’expression 


3 3 LES 
ECTS CAT 
et comme elle se réduit à 0 pour w—0, il s'ensuit qu’elle 
contiendra en facteur un des facteurs de la forme cubique, 
puisqu'elle devra s’évanouir avec cette forme. M. Cayley a 
trouvé qu’on à, en appelant a, 8, x les 3 racines, et p une 
racine cubique imaginaire de l’unité 


3 3 
ft RITES 1 ; ŒÈ 1 
V5 (C,+ur 2)—|/} (C.—uv” A)=za(p—p?)(B—v)(7—ay). 
4337. Posons pour la forme biquadratique 
[1] u— 2 + Gray + y; 
le second membre représentant sa forme canonique. Rappelons- 
nous (N° 81) qu'on a I,—1+3Y, I,—Y(1—Y), A—(1—9). 
Cela posé, on trouvera aisément que, à un coefficient numérique 


près, les covariants N°1, 2 des Tables, à savoir les covariants 
de 4° et de 6° ordre, deviennent respectivement 


[2] DT (1 ST) DUTY, 
[3] p—4/A y (œ'—y:). 
Cette dernière équation élevée au carré donne 
Ax?y? (æ “. y" = 2x°y°) (æi + y 22?y?) == p?, 


ou bien, en vertu des équations [1] et [2], et en posant D'YeL 


[4] Atu— 6vt— 26) (u — 6vt +26) — pe. 
Mais par la formule [2] on a 
[5] v=qu+VAt, 


et alors le premier membre [4] se transforme ainsi 


PR (“a Far) (1480 | ut” a—(1 31) +2(13r)o | 
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et, en remarquant que (1— 3) (+ 3r) =V/A, il viendra 
[6] (0 — vu) [u (1— y) —20][u (1+ x) +20] =. 

En développant et en ayant égard aux valeurs de L,, [,, on trouve 
7] Lu — J,u?o + 405 — p?, 

relation remarquable donnée par Cayley, qui lie ensemble les 
invariants et covariants fondamentaux de la forme biquadra- 
tique (*). 

REMARQUE. En reduissant ces fonctions à leur premiers 
termes, ou, autrement, en comparant les termes en æ‘?, et 
en posant A—ac—b?, B—a4—3abc+2b, qui sont les 
sources des covariants © et ©, on aura d’une façon très- 
aisée cette relation déjà signalée par Roberts 

B?—4A° — a°I, À + aÿï,. 
Formons de même l'Hessien de v, ou l’Hessien de l’Hessien, 
que nous appellerons V; on aura 
Demo (L— 1): 2 (1 — 37°) æy 
4 |92(1—3r)xy Gry° + (1— 31°) &° 
— 6$ (1 — 3y°) (24 + y) + [367 — 3 (1 — 3v°)°] æ°y? ; 
et après quelques transformations faciles (**), 


(*) Notons en passant que l’invariant quadratique de œ est D é 
Si l'on pose w —2u’, l'équation [7] devient 


J v 28 es p\? 
“fans (à) =) 


Or en posant =, la quantité entre pareuthèses est précisément le 


4 
premier membre de l’‘quation canonique [39], N° 65. 
(**) Il suffira de partir de cette première transformation 


] + Gi 

A V=Gre— 180 + [18r (1—3r)—31—3r) 2, 

et d'avoir égard à l'équation [5]. a æ 
Notons en passant que, sil’on prend l’invariant de l'émanant (e _ Ro 


de wet v, on trouve successivement 
[8]' (o LA + y ne Je=epa-r+4rfr (e+y)—2 9 (1+ | 
dx dy L 


Fa De BRuNo — Théorie des formes binaires. 16 
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LV (r— ru —3(1+3v) 0, 
ou enfin. 
[9] V = 361;u — 12IL,v. 

Par conséquent l'Hessien de l'Hessien est une fonction li- 
néaire de la forme, de l’Hessien et des deux invariants fon- 
damentaux. 

438. Observons maintenant qu'en posant ET , on tire 
de l'équation [7] VAL +2L= ; et par conséquent si 
nous appellons N, À”, À" les 3 racines de l'équation canoni- 
sante (39, N° 65) on aura 


VAE r PURE. ") (T— “ __2qp° 
| nn } to ns ie © ou 
[] P=(r-çru) (o— \'u) (o—sa"u) : 


Puisque æ* est le carré d’une fonction sextique, il s'ensuit 
que chacun des trois facteurs du second membre de la forme 
ù —Au doit être un carré d’une fonction quadratique (*). En les 
appelant p, , p% , p*, , il faudra que l'on ait 


l 
ME 
[10] ln Sr 1 ie 
rm U—pe; d'où p—2p,mp . 


1 
DE à Nu — pra 


A l a d , se À 2\2 : PTE) Ù 
PT Tes+y A Le dur mp Je y+A 1-3] 6v(1—3r2)(2"-+ y) | 13) +367 


Or le second membre [8]! devient d'abord (1—6ÿ?— 277) s'y + 4ÿu, et 
en observant que 1 — 6? 17yi — (14 3y?) (1—9y), on sera amené 
facilement au résultat que voici: 

(+ Sr) 0 — (x — y) & = Lo — I . 
Pour le second membre [9]' on trouve 

271la%—(27.1212,—3}5,) D, 

d’où l’on voit comment ces covariants dépendent toujours des covariants 
fondamentaux. 


(*) On verra bieatôt qu'il existe une fonction linéaire de Pis Par D 
laquelle est un carré d'un facteur linéaire de u. D. 
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Or, du moment qu'on sait qu’une fonction biquadratique est un 
carré, sa racine se trouve facilement par des procédés simples 
d’algèbre ; ainsi les seconds membres deviendront tout sim- 
plement des fonctions quadratiques. D'autre part, comme on 
déduit de ces équations 


2(php) . 2 


U — NA Dr NET (pi — P,) (p,+p) : 
2 (ph ps) 2 
nî A  - x (9: a 3) (pit ps) ; 
2 (pa — Ds) 2 
= À \! 8 Ce NE 1"! (Pa — Ps) (pa + P3) ; 


le problème de la décomposition de la fonction biquadratique 
en deux fonctions quadratiques se trouverait résolu. Mais 
comme la réduction de —Z AU à sa racine serait très-pénible, 
nous croyons plus utile d'attaquer directement la question. 

Supposons donc que la forme biquadratique soit décomposée 
en deux facteurs linéaires, de la manière suivante, 


2] = (ox + 28æy + Ty?) (ax + 28œy + v'y°). 


En comparant les coefficients homologues, on aura 


do 100) 
[3] 24,08 +8, 2a3— By + T8", 
6a,— a+ ay + 4pp, CFCERR 100 


Introduisons une quantité auxiliaire À, de sorte que 


[14] af ouy—2a,+2r  , d'où BB—a,— 


DvI> 


; 
et combinons les six équations ainsi 


, À ; À 
ete at. GW. a (a )=08 48, a(a—s)=# Br, 


204210 +0, 24, —08 + «8, 2a3— BY + 8". 


[5] 
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Les quantités ay’, ay ; ag, «8 ; Br’, YB” seront les racines 
successivement des équations 


u?— (2a,+2Nu+aa;=0, 
À 
[6] v— 24a,u + a (a—5) 0, 


À 
10°— 2a,0 + 4, (a) 0: 


D'ailleurs on a identiquement 


aw+o'a Ba+afp ya+ ya GANT) CAIN Ki 
[17] ap+a8 BB+BB YB+TB PRO OU SE LES ON 
CRÉENT EDP 120 TT 


et par conséquent, comme le premier déterminant s’annulera, 
il viendra, en remplaçant les éléments par leurs valeurs et 
en divisant par 8, 


æ di A+ À 
À 
[18] a; Aa — 2 3 — 0, 
GTA Ur 


ce qui est précisément la canonisante [39] du N. 65. 
À l’aide des équations [15] on peut arriver rapidement et élé- 
gamment à la décomposition cherché£e. En effet, en posant 


OU, ; ap — Tv, ; By w,,, 


[19] 
OT US tr, : BTS 

on à 

dl = (ad + 280"xy + ray?) (dax? + 2R'axytv'ay*) , 
ou 
RO &f— (a 2" + v,0y + up?) (a,2° + 2oixy + uy’) . 
De même, 
[21] 


(a = Ce"a(as À) ou r0,p)(v,-r2(a, —$)autwoy) 


PR] af (ua +v,æy + a,y)| (u,2° + 2w,xy + ay?) . 
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À l’aide des relations [15] et [19], les valeurs de ,,u,, etc., 
se détermineront ainsi qu'il suit: 


Ui ; Ua — Ga + Va) — aa, ; 


\2 
[23] D, D di + Va —a (&—;) ; 


À 2 
M = 0 + aa (a) , 


où À désignera l’une des racines de la canonisante (*) 


3 


3 
(F2) 
= /1+ s(P— pa boire p°) A , 


LAMOAE— P Va+ los) pr, lip—r)a, 


A— — p° Va+lo—oa+o]/1— 100 À , 


dont les expressions se déduiront des formules N° 63, A étant 
le discriminant de la forme f. 

La forme f se trouvera ainsi par une méthode nouvelle décom- 
posée de trois manières différents en deux facteurs quadrati- 
ques. En égalant chacun d'eux à zéro, on déterminera les 
racines de l'équation de quatrième degré. 


(*) Il est bien remarquable que toutes les équations cubiques resol- 
vautes, auxquelles on est conduit par les diverses méthodes de résolution 
de l’équation biquadratique données par Ferrari, Simpson, Euler, Des- 
cartes, Lagrauge peuvent être ramenées par des transformations faciles 
à uue seule équation cubique, la canonisante, qui ne dépend que des deux 
invariants fondamentaux.{ Voir une note de BALL, Quarterly Journal, t.7.) 


(#*) En cbsereant que p= =, Rene) p—p=y—3, 


on a ici partout (p— p° au lieu de pet que fournirait la for- 
3y 3 


mule (N. 63), avec l'avantage de n’avoir qu'une seule imaginaire. 
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239. Revenons à l'équation [8]. 
Puisque 2 N, à", M, et que par l'équation [6] les racines 


f LCR Q Een L 1 
du 1° membre égalé à zéro seraient Y, +; —T, il 


s'ensuit, en supposant que y ait été exprimé en fonction de 
I, , I,, que les racines de la canonisante seront 
[25] Mt , N'—]1—7Y , A — (1 + y). 

On peut confirmer ce résultat d’une autre façon; car en vertu 
des équations I,=1+3# , I,—=Yy—Y, on tire facilement 
Ref 
Il suit qu’en remplaçant I,, I, par leurs valeurs, y sera 

une racine de l'équation 4{*—{1I,+1I,—=0, ou 


[26] AB— {+3 )+r(1—Y) —0. 
Mais si y est déjà une racine, les deux autres résulteront par 
des opérations algébriques faciles, 4, — — ER Gr . ; 


D'ailleurs l’équation canonisante [9] coincide avec la [26], 
en posant A—2{; Ce qui vérifie les valeurs [25]. 
Au moyen de se node eten HS M. Cayley on peut faire 
voir que lasomme. (\— —\") y, + X'!—\) p Pa ro WA) Ps ou 
[27] 


dl Er Len 1 

SUN") (0 nn u) Ho (À DES \ )(e un u) + (N— a) (ox u) 
est un carré parfait et que sa racine est un des facteurs de 
la biquadratique. En effet on a par les relations (24), (5), et (2) 


N'u_3Y—1l, , s À u —. 3 
3 — 3 (x? y°}°? à = + ir, x+y*) 


ana L4 ! ji 
". en remplaçant A'— 2", N'— 3", NN par leurs prete 
l'expression ci-dessus deviendra 


M1 T3, Day ST IE 
: 2 VE CP DEE 1 7 : a) T9 œy 


Se mr RP eee 0 
“En A (1 13) | 


| 
| 


to 
ww 
w|— 


À == 
vu À ay 
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D'ailleurs l'expression [27] s'évanouit avec u ; donc sa racine 
carrée qui est linéaire sera bien une racine de l'équation bi- 
quadratique, ce qui fournira une novelle méthode de résolution 
des équations de 4° degré. 

40. La relation [7] N° 137 conduit, d’après M. Hermite (*), 
à une application intéressante aux fonctions elliptiques. En 
effet elle peut se mettre sous la forme 


ot nee 
| a (%) n(2)+ Dur arts 
Posons 41, et 

o (ac—b, 2{ad—bc), ae +2bd—3c?, 2(be—cd), ce—d'Ÿx, 1) 
DE ph à . , 
u (&,b,c, d,e\z, 1) 
Selon le principe établi par Iacobi (**) pour la transformation des 
intégrales elliptiques, on aura, en désignant par y une constante 


et par æ la variable independante, 


az dx 


À |! Ô 
Vag—Lz+lL Va, b, c, d, eXx, 1) 


— 


Mais comme on peut encore poser 324$ il s'ensuit qu’en 
2 
P, li 
appelant p, u' les constantes 4 ) nn , On aura 
u à 


42 


da ; UA 
n = Ë D ————————- L 
Via, 8, c, d, eXx, 1) Vp2—23 +1 


Ainsi l'intégrale elliptique la plus générale est réduite à 
ne dépendre que d’une intégrale à un seul paramètre (p), et cela 
indépendamment de toute transformation linéaire puisque p est 
un invariant absolu. 

HA. APpLicaTION à la recherche des covariants de la forme 
de 6° degré. 

D'après la formule y — 
d'ordre pair. Il est facile d’ailleurs de constater que le covariant 


AT —M \ 
— jJes covariants seront tous 


(*) Hermire — Sur les fonctions homogènes. Crelle, Tome 52. 
(**) Jacoër — Fundamenta nova. 
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de 2 ordre et de le degré ne peut pas exister. Ainsi faut-il 

commencer par celui de 2 ordre et de 3° degré dans les coef- 

ficients. On pourra le déterminer aisément au moyen des 

équations caractéristiques et on trouvera pour le covariant 

l'expression suivante 

(Gta — 0105 — 30, @3@s + 3ti@s + Lao 1% Aid BA 201 + 24,43?) x? 
(aa — Got Ait — 00,4; - 844,0, +9074;+9iaÿ— 13a4a.a,+80;)xy 
+ (Gotits — 0? — 30, @1@3 + BAG; + 2006 Ax005— 80,0 + 20504) y?. 

Mais on pourra le trouver directement comme on verra tout 

à l'heure. Observons qu'en appliquant les formules 

df d'f Pf k 
dx’ dy* dx dy). ? 
INRP S ee) 
dx dy° dx dy dx dy BESAY NE 

on obtient des covariants de 8 ordre et de degré 2 dans 
les coefficients (T. N. 5); de 4 ordre et de degré 2 dans les coef- 
ficients (T. N. 2). — Si on prend l’émanant (a _ +y a) 
de la forme sextique et ensuite l'invariant cubique de l’é- 
manant, on trouvera un covariant qui sera de 6° ordre et de 
3 degré dans les coefficients (T. N. 3). 

Soit maintenant 

Con + AC y + 60,2 y + AC œys + Cyi— (C, æ, y) 

le covariant sus-indiqué de 4 ordre (T. N. 2). 

Prenons l’intermutant 

CE de (ae ue 

on aura un Covariant de 2 ordre et de 3% degré dans les 
coefficients qui sera le N. 1 des Tables. 

Le covariant de 6° ordre et de 3e degré peut être formé par 
le déterminant 


De DD RD D 

3 3 2 È 
DoDy  DeDy  DeDy |(@,b,c, ..Xa, yy 
DD D DID, 
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ou par l’évectant 
d d d 


d d 
(etes ET CES PRE ee |. Me OA De | us, 
(u EAU (sd pin mA à N dû pe A SE de.) L 


où I, serait le catalecticant ; ce qui donne sous forme abrégée 
le covariant N. 3 — 


do &i Qi Go 1 A3 : | y 2 Ur do A3 
2 | Gi Qi Ga | + 227 | @i Ga @a | + ay? | 1 Ga Gs | + | A Gi QG 
a 3 Q Az Qs \l A2 Os Ga Us Qi 
1 A1 Us Go A2 1 3 O2 2 Gi As 
+ 2295 (4 Qx Qs Ga | + | Qi Qs 5 | + | Gi Qi Q3 | + | Qs Ga Ga 
C3 x ds Ci ds As ss Ur x A ds 
(| de 5 As Us Q: Qi ds Qi 2 3 Ur 
+ YA @s di & | + | Gs da 3 | + 2m | Ga Qi as | +] as &i as 
di ds A) Un Qi 2 U3 G C6 UMA VA C6 


Appellons en général C, le covariant d'ordre "m et de degré 
r,etposonsC, —A, æ"+B D et B'. æy LA pee 2 
désignons par CU” Cl les dérivées par rapport à +, y du 


mr mr 5 


du covariant Le . Par ce qui précède nous aurions appris à 
lormeniescovariants O5 Cie: Css Us 

En prenant l’Hessien du covariant N° 2, C,,, on obtient un 
covariant de 4° ordre et de 4* degré. Si nous formons l’inter- 
mutant par le moyen de C,,, et nous l’appliquons au covariant : 
C,,; nous formerons un covariant de 2° ordre et de 5° degré 
dans les coefficients, à savoir C,,.. Une opération semblable de 
C,,, sur C,,, nous fournira C,,:. 

Maintenant, à l'aide des Jacobiens suivants, nous aurons 


successivement 


c' cc 


‘tendant qu’il y a deux covariants fondamentaux C, 


c' (y) C (æ) c' ii on 
412 Te 492 COQ MES LUE | Co 
(x) ny) ie (C0) co cc 
Le Gas 693 693 892 8°2 
(æœ) (y) c'e) (y) c'® (y) 
691 611 671 61 à 293 293 us C 
es d Cos ; ’ 4e Ces 1 (ac) (x) Sr 495 
(a) (y) 2 (æ) C (y) C A 
Ge ge 492 492 492 492 
1 (e (&) ny) (x) nv) 
a cu | Ga ts ; Car 23 1 C 
29 — Q (0. » F (2) — Va)10 
(CC) PAS (x) nv) ce ct 
494 Ga 295 225 297 271 
l (x) HY) )  h') . 
ue si 215 pa rt de Les C (} 
HN ie Ne re ri à. ce co 
Ge Ci 494 494 63 63 
Le) K') 
Ge Pia 
bn 


691 671 
On aura ainsi formé a l’aide simplement des théorèmes ex- 

posés jusqu'ici dûs a Cayley et Sylvester, les 21 covariants 
fondamentaux annoncés par Clebsch (N° 135), à savoir 

Cuss Casss Ours Cars; Cas103 Üas4a 

Cyas Cuas Cars Cusrs Cuss 

Co15 Cons Ogss Core Ces; 

Cusas Ouss Cas Cigs1s Cine 


auxquels il est arrivé par d’autres méthodes. 


(*) On pourrait trouver C;,, en formant des intermutants par les ao- 
variants Ci,5 , Cia » Css , pour les appliquer respectivement à Cis 
Cigs4 » Cixss - Nous réservons à d’études ultérieures d’éxaminer lesquels 
parmi eux sont essentiellement distincts. Mais il faut remarquer en at- 


66 entièrement di- 
stincts et indépendants de toute relation linéaire. — On verra plus loin 


la comparaison de ces expressions avec celles symboliques de Gordan. 


ÉD Sn 0 0 0 0 0 RP PATES 


CHAPITRE SEPTIÈME. 


ÉTUDES DIVERSES SUR LES COVARIANTS. 


& 1. 


Des Covariants associés (*). 


142. On doit à M. Hermite la découverte d’une source 
féconde de relations parmi les covariants. C’est la théorie des 
covariants associés, dont nous allons nous occuper. 

THÉORÈME. Soient œ(x,y), w(x,y) deux covariants de la 
forme binaire 
[11 f—= (dd... a XX,y 
respectivement d'ordre m,s. Sidans le covariant ® (x,y) 
on pose, au lieu de x,7Y, 


- LADA 1 dy Le 1 dv 

[21 : re RAR 

et si l'on développe par la série de TAYLOR l’expression 
: 1 : L dy 


on obtiendra une fonction ne en X,Y de degré m, dont 
Les coefficients seront tous des covariants de la forme ? (**). 


(*) Voir HERMTE, Second Mémoire sur les fonctions homogènes à 
deux indéterminees ; Journal de Crelle, t. 52, — Brioscni, Monografia 
de’ covarianti, Annali di matematica, tomo 2, 

(*#) Le premier et le dernier coefficient sont évidemment des cova- 


= : à , : Rp 
riants ; car le premier est le même covariant o; le dernier est _ fois 
4 d | & 


lPintermutant ® (+ ar Y, que nous savons être un covariant. 
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DÉMONSTRATION. Supposons qu’on ait transformé la forme 
f dans F par la substitution 


px a, er 
[4] d— (pq —p'a). 
y=p'X +, 
On aura, puisque ® et wy sont deux covariants, 
[5] D(A5;A1»A2... À; X/, #1) —= d"p(G, gr. a, TU); 
[6] W(As,A,A,,..A,,X',Y) =D" W (do, @i,@a. 0, U) - 
Or on déduit de la seconde et des équations [4] 


A CNT PR Eu 
[7] Frs SV +1 (a Pra ee GOT" 

dy _ 1 dy Da 
[8] Pme ee | en re 


En vertu de ces équations et de la substitution [4], et en 
posant 


Pa rr 


[91 Moose 
dy 
[10] NEVER EEE ea 


les équations [2] deviendront 

[11] di —PX; +, Yi=D'X;, + d'Y 

Ainsi, en transformant la fonction @ [3] à l’aide de la sub- 
stitution [4], ce qu'on fait par les équations [7] et [8], on 
obtient le même résultat que si l’on avait posé dans œ [3] 


les nouvelles variables æ,,y, égales aux valeurs susdites. 
Par conséquent on aura 


Pt, V1) —=p(pX; + qY, , p'X, + g'Y,), 


et comme ® est un covariant, il viendra 


[121 bp PA, , Qu. nZ11Vi) an (Aos A4 As A0 Xi da) - 
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Si dans cette équation on substitue à æ,,y,, X,,Y, leurs valeurs 
en fonction de X,Y, on devra tomber sur une identité. Par 
conséquent les coeflicients des mêmes puissances de X,Y, telles 
"7 Y” devront être égaux. Or le dévelop- 
pement selon la série de TayLor nous donne 


que, par exemple, X 


[12]’ à 


Ron dy do dy do el dW dp dY# do \{r) 
dx dy dyodrd Cat dit ay! nr) ? 
équation qui par sa forme nous démontre que les coefficients 
de [12] sont bien des covariants. 

Si le covariant æ est la forme même jf, et si nous posons 


1 av 


l 4 ñ 
(131 F (ax SE vx HS DT) (Po Ve) N" 


s 
les coefficients w,, W,, W,, …., W des diverses puissances de X,Y 
seront encoré des covariants, et on les appellera alors covariants 
associés à la forme f. 

143. THÉORÈME. Le produit d'un covariant ® quelconque 
de la forme f par une puissance entière de Y est une fonction 
homogène des covariants associés au covariant Y . 

DÉMONSTRATION. Soit en effet 

3 mn 
[14] P(T,Y) — (Co » Ca 3 Ca +. CNT, Y) 
un covariant de la forme f. Supposons qu'on ait 
nn 
[5] f(PX+gY,p'X +'Y) = (A, Ai, As... A XX, Ÿ) . 
Par la définition même du covariant on aura 


[16] o"p(pX+aY,p'X+q'Y)—(0,Ci,0...C,XX,Y)'; 


en désignant par C,C,,.…,C, les coefficients de æ formés 
avecles A;,A,,...,A, , comme les cofficients Co CrC2--.) 
du covariant æ@ sont formés avec les &,,a,,a,, …, a, de la 


forme f, u étant — 3 (nr —m), comme on sait. 
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Maintenant, si dans les équations [15], [16] nous supposons 
P—=®, D'—=Y; 
[17] 


1 dy 1] À dy 


IS dy ? LEE 


s 


les coefficients A,, À,, ...…. deviendront évidemment des cova- 
riants associés W,, Yi, Wa, .….., We, determinés par la relation [13] 
et puisque 
In me 
er ; _ 
pq Pa A y 


en vertu de l'équation [16], nous aurons 


d 
[18] so (ox UX += DE EE Y)= (CCC CHEN), 


équation dans laquelle les coefficients C,,C,..., sont formés 
avec les covariants w,,w,,...,w, comme les G,c,,.…., C Sont 
formés par les coefficients &@,,&,, …, et par conséquent ce sont 
des fonctions homogènes des covariants associés w,, w,,, 4 
Mais cette dernière équation nous donne par rapport au coef- 
ficient de X” 


[19] wéo(t,y)=—=0C, 


Par conséquent le produit du covariant @ par une puissance 
entière pd ducovariant y est une fonction homogène des 
covariants associés au covariant W, ce qu'il s'agissait de 
démontrer. 

En géneral pour déterminer les coefficients C on opérera 
comme il suit. On développera la fonction 


l'aue - 1 dy 
BE = 
fe, Luxe) 


sous la forme 


DS ee 


s) 


. , re LU m 
Puis en supposant qu on ait o— (a, @i, 4.4, X æ, y) QA 


aura 
DS AR RU ui. Von [A V) 


AA%. Lorsqu'on prend pour le covariant w la forme donnée 
elle-même que nous appellerons pour abréger uw, on a ura, en 
posant WU, WW, ..., Vn—Un, au lieu de la [13] l'é- 
quation 


rdv, NE De 7 
A FR YA > dx Er Ui,..., Un )CX, Y)° 


[30] [ax — 
Notons que dans ce cas parmi les covariants associés u,,u,, …sÙ, 
à la forme u, il y en a un qui se réduit à zéro. C’est le co- 
variant %,, Coefficient du second terme. En effet, alors la for- 

ë Ju di 
mule [12] donnerait Se A 
; k dx dy . dy dx : ; 
p dans l’équation [19] se réduit à un invariant, alors, puisque 


| — (. Si le covariant 


Nr 
u se réduit à D > ON aura 
nr 


[21] 521 PCR Ga) = DR T EE AS)S 


et en supposant que p, q, p', q' aient toujours les valeurs [17], 
hypothèse par laquelle les A,, À,,.…, Ar deviennent w,, w,,.…., 


on aura, au lieu de l’équation [21], celle-ci: 
nr 


[22] y? I (&, is A, an) =T(w, Wis Yn) ? 


où w,,W,, …,w sont déterminés par l'équation [13]. 
ExempLce. Soit la forme cubique 


u—= (a, 0,0, 41%, y); 


le covariant N° 1 des tables ou l’Hessien, que nous appellerons 
v, sera 


w—| ac — b?, > (ad — Ve), ba —c | (CAT ES 


et le discriminant, que nous appellerons A, sera 


A—(ad — bc)— 4 (ac —b?) (bd — c°). 
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Or si nous prenons pour æ l'Hessien vw, et si nous posons 
Co—= ac — b?, = 9 (ad — bc), C,—= (bd — c*?), on aura 


PU == (Ca, CC t UV). 
Mais C,, C,, C,, C; sont formés avec les covariants we, w,.…, 
actuellement wo, U,, .…., COMME Co, Cis Cas C3 SODŸ formés avec 
les coefficients de la forme. Donc on aura 


1 
Co Uots—U, Ci 2 (uous— WU), Co UiUs— Us; 


: .4 bus 
et puisque p=} “—2) = OU; U,, Qu, 0, (il Viénde 


en vertu de l'équation [18], 


lan 1 du 1 
LA EATATR © © Pr YX+S qe} luguus Ex) 


2 


Or cette même équation nous donne uv—c,—="uu,, d'où 
u, =uv, et de la dernière on déduit 


mn ue ( dr au qu) 
Re dx dy dy dx | ? 


de sorte que, si nous posons me (2 do du av 


A a |C, ilviendra 


Us = UP. 
Partantlesecond membresusditdeviendra u? (0X?—LXY —#?Y?) 
et l'équation [221 se transformera en celle-ci: 


[24] WA— pi 4dr, (Ni) 


ge 


(*) æ est un covariant de 3° ordre et de 3e degré de la cubique, en 
se rappellant le théorème du N° 130. 
(**) Puisqu'ici r—4, l'équation [38], en supposant y—", deviendra 
USA — À (uo; Us Ur, Us). 
Mais wy—=u, u—0. Donc 
[23] U6A — (uus) — Auu,, 
d’après les valeurs de w,, us simplement 


USA = v!(p?— Avi), où uw? À — pi — 4ps, 
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relation, qui montre comment les invariants et covariants 
fondamentaux de la cubique sont liés ensemble, et que nous 
avons déjà donnée N. 136. 

H45. Il existe, entre les covariants associés au covariant 
d'ordre »# et les covariants w,, u,, ..…., un associés à la forme w, 
une relation utile, qui permet encore d'exprimer un des premiers 
en fonction des autres. 

Posons à cet effet, dans l'équation [18], 


D'après la série de Taylor, on aura 


. > es NY du du \ yn—1 
uRY-xX, AYLYX)—u(h, A)Y Ho DE EU al Re 
par conséquent le covariant associé à w, sera 


[25] WE 


il (a LR du \(n—7r) 
nm. (r+1 \Ÿ %% De) 


Mais des équations 


one 
ou, 
on deduti 

l1du OUT RES 
(261 OR do VASE MUR: 


Partant, si dans la relation [18] on pose p—u, X—1uw, 
Y—v, il viendra 


(267 n° Qi, À) os Vas 22e Un) (Was 
Mais puisque des équations [26] on tire w _ VU Se y, 


il s'ensuit qu'en différentiant l'équation [26]! par rapport à vw, 
et en appelant pour abréger F(w,,w) le second membre, on aura 


nn 
AT NY GTV Le pie D + y GE etc., 


FaÂ pe Bruno — Théorie des formes binaires. 17 
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d'où, en ayant égard à la valeur de w-, on déduit 
D ntm). (+1) dv = (ue, du, u,) (4, W). 


Ainsi tout covariant w, associé à w peut être censé fonction 
de Up, Us ce, Un, Yi EÙ W. 

446. On peut obtenir facilement, d’après M. Hermite, les 
expressions des premiers covariants associés à la forme donnée, 
que nousappellerons w. En posant u=f(x,y)—(4,b,c,d,...Xæ,y)", 
il viendra 


1 du , 
(ab,c,4,.….xex — . YU À }=tortts run XX, Y 
; . ‘1 du 
Supposons d'abord y —0 ; alors les expressions æX— A ai 


yX + 1 du 5 se réduisent à aX—barIY, ax"—1Y; et il viendra 
n x 


[281 F@X—ba"  Y, aam—lY)—(u,,u,, …, Un XX, Y), 

en supposant aussi 4, U,.…, Un réduits à leurs premiers termes. 
Observons maintenant que le développement [28], en posant 
k== _ estéquivalent à celui de æ"X2f{(1— bank, axn—2k) ; 
d’où il résulte évidemment que le premier terme de uw; qui mul- 
tiplie X#—{Yt contiendra æ®.a(r—?)i— x+1m—2i en facteur. La 
partie indépendante de æ dans ce premier terme sera le coef- 
ficient de k° dans l'expression f(1—bk4, ak), ce qui prouve 
d’abord qu’elle sera divisible par &. Pour la déterminer facile- 
ment, observons que si l’on pose symboliquement f—(ax<8y}", 
on aura f (1—0k%, ak) —(a{-(—œb+a8)n)", et par consé- 
quent l'expression cherchée sera 

Mob ab = (a, 0,0. ie di) 
Ainsi en posant (@,,&,,&@a.…,,@i X—a,,a5) —@:(—b,a), il viendra 


[29] Ur, f— b, a) DAS 


{ } Nous employons pour un moment les lettres avec indices pour faire 
mieux saisir la loi de formation. 


nn 

et dès lors, en partant des formules N.110, on pourra trouver 
les autres termes de w;. Notons d’abord que la valeur 
de 2e, (— b,a) est —0; il suffit d’ailleurs de se rappeler que 
nous avons montré tout à l'heure (N° 144) que u,—0. Cela 
posé, on trouvera 


: 8, E-d,a)=—5+ac=T (a, b,CX—b, a), 

Û 0, (— D, a) — 2b° — 3abc + a*d — = (a, b,c, dX—b, a), 
| ; 06, (— D, a) —— 3b+6acb?— 4bda* + eaÿ— etc., 

2 6 (— 0, a)—4ÿ— 10ach+ 100da?—5bea+-fat, ete. 


Voyons d’abord uw,. On a u,—a(ac—t?) HU ei een 


ere 1 Œf df 
Or, en se rappelant que l'Hessien ET 
æf df? 


dx dy dy? 


D 2(n—2 

est précisement de la forme (ac —b?) x # Sn on en con- 

clut aisément en appelant A l’Hessien de la forme,que u,— uñ. 
Pareillement, comme on a 


usa (20 —3abc-ad)æ TP... 


2 


etque (2b°—3abc+ ad) serait le premier terme du covariant 


Ps il (L au ré dh du 
7 min —2?)\dx dy dy dx |? 


qui est de degré 2n—4—1+n—1l—3n—6, il s'ensuit 
dUOD AUTANT U, —UR. 
Quant à uw, observons que l’on aurait 


u, = à (— 30° 6acb? — Abda* +- ea) a+ 4tr2) 


et puisque 4(n—2)—2X2(n—2), on voit que ce covariant 


0 — 
peut être fourni soit par le carré de l’Hessien À, soit par 
l'invariant quadratique de l’'émanant 

l d . d 

a te —1)(2 —2)(x —3) | dx dy 

Or le premier coefficient du carré de l’Hessien est (ac — b°}”, 
et celui de l’invariant quadratique est (ae —4b—+3c*)a?, et 
l’on voit que (ae — 4bd + 3c?) a? —3 (ac — D} — a 4 (— D, à). 
Donc, puisque les covariants découlent deleurs premiers termes, 
une fois l’ordre et le degré donnés, il s'ensuit que l’on aura 


U, = U (u°h — 3h)" 


ÿs | Fe 1j 


De la même façon on trouvera u,—u(2hk—u°k'), en posant 


1 (Te af dk a). 
An(n—3) \ dx dy dy dx 


== 


44%, D'après les valeurs susdites, on trouvera que, en posant 


(a,d,c, dXæ,y)—f, 

il viendra 
1 dh + 
(a,0,0,dX0X — D Y 
où À est le discriminant de f—(ad—bc)?—4{(ac—?) (b4 —c?). 
Par conséquent, d’après le théorème N. 143, un covariant 8 
quelconque de la forme cubique f pourra être exprimé par 

l’une des deux formes 


[30] p — nl Pa 8) : Q— ep A) (ER A) ; 

ïl a" 
où les lettres P et Q désignent des fonctions rationnelles et 
entières des diverses quantités auxquelles elles sont appliquées, 
et les lettres u et v des exposants entiers. De là on conclut 
que @ est exprimable par une fonction entière de f,A,k, A. 


Pour le démontrer, nous partirons de cette relation trouvée 
par CAYLEY : 


ES XP (RAF ARE}, 


[31] Af?— 4h —R#?, 
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qui permet de rabaisser toutes les puissances de À à la pre- 
mière et de mettre ainsi les numérateurs [30] sous la forme 


P(f 2, #)=P(f, hi, A)-LAP, (f k, A), 
Q (fs k,A) or he, A) + RAR h, A), 


P,,P,,Q,Q, désignant des fonctions entières en f,h et A. 
Égalant les deux expressions de 6 il viendra 


_ À pri à À 
—P,(f,h, A) proies ml k, À) Rs ES) . 


Cette équation nous montre, puisque À est quelconque, qu'on 
aura séparément 


[32] P(f,h,A ==; 0 (FR, A), 
Æ 


1 
33 — P, ,h,A)—=— Hi rA , À 
[33] Fa (f, h, A) < Q, (f, y, A) 


S'il en était autrement, on aurait, outre la relation [31], une 
relation de premier degré en X entre f,h,k; ce qui permet- 
trait, en éliminant X entre les deux relations, d’avoir entre f 
et À une relation indépendante de x et y, ce qui est impossible. 
Il suffit pour s’en convaincre d'observer que, dans le cas de 
la forme canonique f—x*+ y, on a h——?2xy. Cela étant, 
les égalités [32] [33] démontrent que P,et P,, Q, et A, 
sont divisibles respectivement par f“et k*. Alors on conclut 
enfin que fout covariant à d'une forme cubique estune fonction 
entière des invariants et covariants fondamentaux f, h,k, A. 

Une analyse toute semblable conduit M. HERMITE à une con- 
clusion semblable pour les formes biquadratiques. 

148. Soit : 


[34] Rio 0 Ce dCi rU 


la forme donnée. En posant l’Hessien ou le covariant N° 1 
des tables — }, le covariant de 6° ordre (N° 2 des tables) —%, 
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etI, , I, étant toujours les invariants fondamentaux, on aura 
pour covariants associés de f 
Dln—-0 Le M, lle Ie 
Quant aux covariants associés à l’Hessien }, ils seront fournis, 
quoique après un calcul un peu long, par l'équation suivante 


1 d 1 dh y 
[36] (a,8,c,dexax— 2, VX+ TI 


7 
de R, És LP ah), Eux SAT), LR RL LRIERY}. 
Il s'ensuit, par le théorème N° 132, que tout covariant 6 de la 
forme biquadratique f est susceptible de deux expressions : 


[37] e—PiSRERL) QUE, D, 13) 
Ve 2" 
où Pet Q désignent des fonctions rationelles et entières de 


HAN R, 1, IS u;vedes nomuresstentiers. 
Observons maintenant qu’à l’aide de la relation [7] N° 137 


[38] ARS — LAf? HI, fS —=R?, 

on peut réduire les puissances de k à la première dans les 

numérateurs des expressions 6. On pourra done poser 
PIRE, L)=P, (LR LE) PAP TAR ON: 
Q(R,RL,L)=Q (0, L,1) RQ (RL, E), 


et alors, en égalant les deux expressions de 6, il viendra 
il k l À 
PTE al Lots) ma CC Tv Vol) © 


I s'ensuit, en raisonnant comme plus haut pour les formes 
cubiques, que, 


il = Qi h,1, 14), 


NE 12 US (f,h, L, 1) . 
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De là il résulte, puisque f et 2 sont indépendants, que P, et P,, 
Q, et Q, sont divisibles par f#, AV, respectivement ; et qu'ainsi: 
tout covariant d'une forme biquadratique est une fonction 
rationnelle et entière de ses invariants et covariants fonda- 
mentaux, f,h,Kk,L,1I, et qui peut être reduile au pre- 
mier degré par rapport à K. 

On retrouve ainsi par cette profonde analyse due à M. Her- 
mite les mêmes résultats que M. Cayley avait déjà prévus et 
démontrés par sa formule [2] No 134. 
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$ 2. 


Loi de réciprocité. 


#49, Taéorème. À {out covariant d'une forme de degré n 
et de degré rx dans les coefficients, correspond un covariant 
de degré n par rapport aux coefficients d’une forme de 
degré r (*). 

DÉMONSTRATION. Soit d’abord 


[1] F(æ,y) = ax + nbœ" y ee a 7m. Le 


ou, en mettant en évidence les racines, 
(21 F(@,y) = à (& + og) (æ + ay)... (@ + a,v) ; 


[31 ou, f(&,y) = a norme (x Lay), 
la forme de degré n; et p(«,b,c, 


degré r dans les coefficients. 
Posons 


Le , ®, y) le covariant de 


[4] Foi normeux LaV-Lor LR PoTTie 
-a désignant une quelconque des racines @,,a,, .… de la préposée. 
D'après les théorèmes connus sur les fonctions symétriques, 


(*) Tout ce qui suit sur cette loi, sauf les explications nécessaires, est 
tiré du magnifique mémoire de Mr HermiTe Sur La théorie, les fonctions 


homogènes à deux indéterminées inséré dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal, 1854. 
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les coefficients de F seront des fonctions entières de degré r 
des coefficients de la forme /, puisque les racines n'y figurent 
qu’au degré r. À l’aide de cette simple remarque, on peut établir 
que éoute fonction entière et de degré x des coefficients 
de Î s’exprimera linéairement par ceux de la forme F. 

En effet, cette fonction pourra se décomposer en une somme 
linéaire de fonctions symétriques d'ordre + au plus. Or toutes 
les fonctions symétriques possibles des racines «à jusqu’à 
l’ordre > sont comprises dans la norme de F et en consti- 
tuent les coefficients. Par conséquent, par simple substitution, 
cette fonction pourra s'exprimer linéairement par les coefi- 
cients de F. 

D'ailleurs il n'y a qu’une seule manière d'exprimer les pre- 
miers coefficients par les seconds, c’est à dire qu’une fonction 
de degré r des coefficients de f n'est susceptible que d’une 
seule expression linéaire par ceux de F. 

En effet, les coefficients de F ne sauraient être liés par 
aucune relation linéaire dont les coefficients seraient numé- 
riques, c’est-à-dire indépendants des coefficients. S'il en était 
autrement, c’est-à-dire, s’il existait deux expressions linéaires 
des coefficients de la forme F pour représenter la même 
fonction de degré 7 des coefficients de f, il s’ensuivrait 
qu’une fonction symétrique serait fonction d’un certain nombre 
d’autres, et par conséquent les coefficients de f ne seraient 
pas absolument quelconques. 

_ Maintenant supposons qu’on ait mis la fonction binaire f 
sous la forme symbolique 


[5] [= (to + Do) 
en posant a— (x,”) D (x y) 10 pe 2 jee. S 


Alors on pourrait aussi écrire 


[6] P(&,y) —P [(æo”) L Ci) ? un æ,v |. 
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Faisons de même pour la fonction F, puisqu'elle est de 
degré n, par rapport aux variables X, Y,Z, T, et posons 
[7] F=IRX ENV TT, ) : 
en convenant toutefois d'écrire 

Re) NE Re 
au lieu de 

Pot KR 


les quantités entre parenthèses désignant les coefficients. 
Cherchons maintenant la transformée de F par la substitution 


æ— pa + ay’; 
LS] 
y =D'æ&"+ q'y". 
Alor$ à se change en 
9 g+ga 
[ { p+p'a ? 
et par conséquent l'expression 


DÉS OA EC AR ei 


en multipliant tout par (p—<-p'a) et en observant que le 
nouveau & deviendra @ norme (pp'a) (ce qui détruit 
le dénominateur en (p—-p'a,) (p+p'a)…), devient 


X (4-00) + Y(p+p'0) — (gala) + Z(p+p'0) (gala) + … 
[10] =Xp + Yp q+2p a+. 
a 0 DAV D art) pa) (QD ag (79) p" pra) +... 
pr re r- | 
+e[ p  p'X+.... +29 a+ |+ De 


Alors, par ces valeurs des nouveaux coefficients de &, le poly- 
nôme symbolique 


XX, YYo—....LTT, 


ED 


deviendra à son tour, en multipliant ces coefficients succes- 
SITORONMPARX, ; À, XX. 2. 


4 [x,p° rep po r(r—1n pZs ] 
ON HR a+ vip ar —1)p pa) + 
Ez|X D + Le jee 
ou bien, en posant 
X,=X,D +rp DT, +r(r—1)p pZo 


ñ a = r—1 , r—2 } £ 
O2 Y=x D q+ V0 g4(r—lp na)+.…… 


il se transformera encore en XX',+YY',+22, +... 

Or, en observant que, par définition, @ est un covariant, et 
que, par les remarques faites d’abord, les coefficients du cova- 
riant sont des fonctions linéaires de 

ñn 1 y —2 yo 

Rs (Ko Yo (Ko Yo 
symboles par lesquels sont représentés les coefficients de F, 
on aura 

7 \% 71 R—1 r N—2 
EE ve) ou) 

ñ n—1 \ 

— d"p L(X) » (Ko Yo). , æ,v | 
Mais X,, Y,, Z',, … (voir équation [11]) sont liés à X,, Y,, Z, 
comme s'ils étaient tirés réellement de la fonction 


r(r—1l) 
1.2 


_ 
AA y +... 


r —] 
HAE Lee y + 


lorsque, par la substitution susdite [7}, elle se change dans la 
transformée 


r—1l —— PERS 
D mo tem te yet 


PO 


Par conséquent, puisque le second membre de l’équation [13] 
peut être censé une fonction des coefficients X,;, Y,, etc. de la 
forme [14] de degré 7, et le premier membre de cette même 
équation une fonction de ceux de la transformée [15] de cette 
même forme, l'équation [13] nous prouve que la fonction sera 
un covariant de la forme [14], dont les coefficients seront de 
degré n, en considérant les quantités (X,”), (KT a) ms 
non plus comme symboliques, mais comme réelles. 

Par cette singulière métamorphose, que nous devons au génie 
et à la pénétration d'un des plus grands géomètres modernes, 
M. HERMITE, il ressort que, à chaque covariant de degré r 
d’une forme de degré n, on peut faire correspondre un cova- 
riant de degré n d’une forme de degré 7. Ce covariant 
serait dans notre cas la fonction [13], et la forme la fonction [14], 
et il se déduit par un singulier artifice de la forme primitive 
® (a,b,c,.….,æ,y) du covariant. La forme F ne sert que de 
fonction auxiliaire pour opérer ce passage. 

250. Exempre. Formalion de l'invariant quadratique 
d’une forme quelconque. 

Soit 


[16] F= aa + 2bxy + cy° = a (x +ay)(x+ ay) 


une forme quadratique donnée. L'expression générale des inva- 
riants de cette forme est la fonction de degré 2u (V. N° 96) 


[17] A=(b— ac)" —=a"{a—}# , 
Donc, d’après le théorème démontré tout-à-l'heure, Les formes 


de degré pair 2h ont un invariant quadratique, ce que nous 
avions déjà appris, N. (96). Pour le déterminer posons 


2 2 
[18] Fa "(XaX" 0x". af x CH) (RL arx ax. ox EH) 


expression qui pourra se représenter symboliquement par la 
notation 


D PR Rat) 
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On trouvera généralement 
[20] (GP = 44 à 0, 
[21] 2 (XX) — 94 (aa wo) | 


Développons maintenant la fonction 
221 A=a (aa hat] (aka) (aËt Tata a) 


Hulot oo or) | 2 
en joignant ensemble les termes équidistants des extrêmes et 
désignant par U,,u,,... les coefficients binomiaux. Cela fait, 
remplaçons-y les parenthèses par leurs valeurs fournies par les 
relations [20] et [21]; il viendra 
SR x x Mo) xr x ue 


où le dernier terme, qui provient du terme central du déve- 
loppement de À, est seulement 


ua, bazas | 


Or cette expression est précisément l’invariant quadratique 
connu de la forme 


[24] KAMuxr rit Me CALE Lt exe 2h 
151. Exemrce 2°. L'expression générale des covariants 
de la forme f est 


[25] o={(6— ac) {(ax?+20ey+cy)" =" + (00) (æ+-ay)"(x+-a'y)Y 
de degré 2u—<+vy par rapport aux coefficients de f. Donc, 
en posant 

2u+v—m, 
on voit qu'il y aura autant de covariants de second degré par 


rapport aux formes de degré m qu'il y à de solutions en- 
tières et positives de cette équation. Le degré de chacun des 
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covariants en æ et y est toujours 2v, comme celui de . 
Pour v—1l, on aura un covariant en æ et y, que nous 
allons calculer. 

Posons à cet effet 


n—=?2u+ 1, 
[26] 
p—A% by 0, 
où 
(27 Aa} (a—a)# , Ba" (a— x! )"H(a—0!), C—a "(0 — 0)" Ha a 


Il s'agira d'exprimer ces diverses quantités au moyen des coef- « 
ficients de la forme 


Fa" (x +ox ex". + x) (x ox oax "ax (M)? 

28 

(S) Re OURS UE pete 

A cet effet, observons qu’on aura, comme précédemment, 
2 x ) di (ao aa") . és = aa a". 


Quant au coefficient A, ce sera le même calcul que plus haut, 
et il viendra 


AR M TUx ou (x ee 


Rx) ER EE RE 


Quant à B, on a 
fi 2 2 d — = 
B=(a-r) Aa [ (th), (a tar a) 
(oo ae) 


dre res, re 
RQ a) 1) (aa) +2) (Par HT 2) 


(aa 


(n) nl) 9 
x. 2x) ou ME 


û 


ss hate dois 


le dernier terme étant 2 (ui Hu1)(X dit ee : 


Nes 
Ainsi, pour toute forme de degré impair n—2u+1] 


ñ ee 


n 
fa naar p ù oi 


n—2 n 
Pr Ya + a y È 


on a (en tenant compte de ces valeurs À, B,C) le covariant 


; (nl). (n—1)(2—2) 
9 sn 9 
œ (2a,_,& ES male LPS H 2 12 CET EE 
tn) 9). ee +1) 
Fe LE Len CARE 
1:28. > 
[29] 
‘ at (@—1)(n—2) 
+ xy (2aa —2(n—2aa,, xp 12 —(n—1) Ga, 
= ln. 
1 (2aa 2 2e aa 12 ‘% . LR 
(an (n—2) ("+ 1) 
LE 1) n— 1 LS, 
1.2.3 - : 


Dans le cas de n —5, il viendra le covariant N° 1 des tables 
(aa, —4a,a;, + 3a?,) x? 

[30] (God — 34,4, + 24,4:) ty 
(aa; — 4a,a,+3a*.)y*. 

Pour les formes cubiques 


[311 [= a + 3 bay + 3cœy? + dy, 
on trouverait le covariant quadratique 
[321 (b?— ac) x + (bc — ad) y + (c°— bd) y* . 


En le multipliant par l’invariant biquadratique, on aurait un 
covariant de degré 4uU<+2 par rapport aux coefficients de f; 
donc toutes les formes de degré 4u—+2 ont un covariant 
quadratique en æ,y, et de troisième degré par rapport à 
leurs coefficients. | 


00 
152. La loi de réciprocité conduit à des conséquences im- 
portantes relativement au nombre des covariants appartenant 
à une forme donnée. Considérons, par exemple, les formes 
quintiques. À l’aide des théorèmes exposés N.99 et 102, on peut 
conclure que tout invariant de degré 6 de la forme quintique 
pourra être réduit à l’une des deux formes 
2 À Le 16 15 G l;, ZB 1 15 EX 
car les invariants de la quintique étant nécessairement pairs 
{N. 73), ne seront que de la forme 4u, ou 4u +2. D'ailleurs 
par la formule (11) N. 102, toute fonction de I,, peut être 
réduite à une fonction de I,, I,, 1,, et 1,4. Ainsi la première 
expression conviendra aux degrés @ pairement pairs. Donc, par 
loi de réciprocité, il existera autant d’invariants de 5 degré 
relativement à une forme de degré 6, qu’il y a des solutions 
entières et positives des équations 


4p + 8q + 12r — 06. 
4p' + 8g' + 12r' LH 18—0 . 
Ainsi pour les formes de degré impairement pair, ce n’est 
qu’à partir du 18: degré qu'on trouvera un invariant de 5° ordre. 


Nous nous bornerons à cet exemple, car on pourrait mul- 
tiplier à l’infini les applications. 


om 


er 


Forme canonique invariantive de la forme quintique (*). 


4153. Soit la forme (a,b,c,d,e Xæx,y}° . Représentons 
par Pæ—+Qy, Pæ+Qy les covariants linéaires de 5° et de 
1 desré-dans-les coefficients ; par I,, I,, 1, 1,, lés quatre 
invariants fondamentaux de la forme quintique ; et par 

La? + Mxy + Ny° 
le covariant quadratique de 2 degré dans les coefficients 
(N° 1 des Tables). Nous savons (N° 130) que le déterminant 
PQ'— PQ —21,,, et que I, —M*—4LN. Transformons main- 
tenant les variables æ,y en X, Y à l’aide de la substitution 


D (Pot Qu, TT (x+7Y), 
En T2 Te 
[1] 
= F, | ! r. 
1 007: = Ro 
d’où ce | : 
, &— ———(Q'T—QU), lire J 
V le na 
[2] ; ; 
PDP), Y=TYn +: 
VIn ge 


(*) Nous avons adopté pour la démonstration du théorème qui suit celle 
qui a été donnée par M. Cayley dans son Zighth Memoir on Quantics, 1867. 


Fa pe BRuNo — Théorie des formes binaires, 18 
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et notons qu’on pourra passer du système (2,7) au système 
(X,Y) par une substitution à déterminant —1; car RUE de 
(æ,y) à (T,U) est —2 et celui de (T,U) à (X, Y) est = 5 : 
Cette substitution conduit à des résultats intéressants. 
354. On a d’abord, en remplaçant %, y par leurs va- 
leurs [2] et en ayant égard aux relations N° 130, 


[31 La? + Mæy À Ny*=]I, T° — U*. 

Mais, en vertu des équations [1], 

A LT —D=spl Le YF Se de Va xy. 
En comparant les deux expressions {3] et [4], on obtiendra 

[5] La? Mxy+ Ny=V/ I, XY. 


On aura ainsi transformé le covariant quadratique trinôme en 
un covariant monôme par une substitution à déterminant —1. 
Par la première substitution [2] la forme [1] devient : 


[61 (a,b,c,d.e,fXa,y)—=——— (a,b,c,d.e,f XQ'T—QU,—P'T+PU}, 


ù 
12 


que nous supposerons mise sous la forme (a.b,e,d,e.fXT,U)? 


Fe 


Sous cette forme, la quintique jouit de cette propriété que 
ses coefficients son! des invariants. La démonstration qu’en 
donne M. Caycey est très-simple. Posons en effet : 


YaD, H2bD SCD ER 4CD ben 
œ 50D,+4cD,+34D +2eD,+fD =, » 


et notons que, Px—+Qy, P'xæ+Q'y étant des covariants, on 
doit avoir 5P—0,5Q—P ;. PIS 0 607 PRO NT OR 
suit qu'en regardant T,U comme constantes, on aura : 


d(QT—QU)=PT—PU, (PTE PU) —0. 


pp 


Or si, en assujettissant le second membre (6) à l'opération b, le 
résultat est 0, le théorème sera démontré. Inutile d’ajouter 
que dans cette opération les variables T,U doivent être con- 
sidérées comme constantes, puisqu'elles n’entrent pas dans la 
formation des coefticients. On aura donc par les valeurs ci 
dessus : 


è(a,b,c,d,e,fXQ'T—QU,—P'T+ PU) 
= (a, b,c,d,e XQ'T— QU, —P'T+PU)i.(— P'T+PU) 
+ 5(a,b,e,d,eXQ'T—QU,—P'T+PU).(PT— PU) 
-O(0,c, de, [X0T—-QU, —P'TEPU).:0 —=0 
L'opération à, fournirait un résultat identique; donc les coef- 
ficients susdits sont bien des invariants. 

Comme toute fonction invariantive peut être réduite à une 
fonction des 4 invariants fondamentaux 1I,,1,,1,%,1,, ilest 
a,b, etc. puis- 
sent s'exprimer en fonction de ces invariants. D’après les cal- 
culs de M. HERMITE et de CAYLEY on trouverait en effet : 


naturel de s'attendre à ce que les coefficients 


0 — 0 — | 36 c SO 36€ a — 
RUILR 3 blelt ik |— SLllel+ Ils | —S8hls 
UT Ts HAL Tialss | + Pia |+l2lalis |+ Lilo | — Va ls 
RG TE, Je | + Gill | — lilis + 6 
— 891340 — 21 ilslo | — 1 PT) 

+ 91, + 91,1% + 91 I 
— HI l;: [= 42 T2, l°12 — 30 I; I» 
=. 126 LA l#l2| + 1441; Pr — 94 ll 
+ 288 LI 14 — 901, sli) 

+ 1192 


(*) Il faut noter que la 1'* partie du second membre se rapporte aux diffé- 
rentiations par rapport aux coefficients mêmes a,b,c,d,e, et que, par 
un théorème qui nous est déjà connu, le résultat par rapport à à est iden- 
tique à l'opération yD,: il en est de même de æD, par rapport à à. 
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155. Remplaçons maintenant T et U par leurs valeurs 
CHEN ENT viendra 


[7] (a,b,c,d,e,fXx,y) 
absent | Lo yr |x+ | 0x |Y 
ir VT A 


\ 
— = IR TS ns PES 
0y La Vin 2y I; VID 
—{\,u,v,v,u,NXX,Y} par hypothèse (*). 
Or l'équation [5] nous donne 
LD? + MD,D,+ND',=—V/LD,D, : 
En appliquant deux fois de suite cette opération à la forme 
quintique proposée, on aura 
(LD, + MD, D, + N2)2 (0,8, c,d,e,f)(æ,yŸ = D?x D'y (à, pv, vou, N'UX,Y)S 
— 1201 (vX + v Y); 
le second membre, étant un covariant linéaire de degré 5, ne 
pourra différer de Pæ—<+Qy que par un facteur numérique. 
Il est aisé de vérifier qu'il est — 120 (Pæx + Qy) (**). Mais 


I 
Pæ + it (XL Y); par conséquent I,v—I,v! 2. is lag 


Vu VT 
FN , : ! y le 
d’où l’on déduit v—w—-#. 
VE 
RATS : I : es. 
Si d’après HERMITE l’on pose A——"-, d'où v—v—V#, 


l'équation [7] deviendra i 
[81 (a:0,c,d,e,fXx,y}—Aa,uV/R,VR,W,NEX, YF, 


(*) Il est aisé de le vérifier en tenant compte des degrés des coefficients 
de la substitution que ces nouveaux coefficients À, u, ete., sont de degré 1. 

(**) En effet, si l'on pose b— d—e—0, le premier membre se réduit 
à (3cD?,— afD,D;)? (ax + 10cxy? + fy5), et le seul terme contenant 
æ, par exemple, sera @f?D?,D2,,.10coy? — 120 a°cf?æ. Mais dans ce 
même cas les Tables donnent Pœ— «?cf?x ; donc le coefficient est 120. 
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et en même temps le covariant quadratique Lx? + Mxy + Ny° 
se transforme en I, XY; d’ailleurs ces coefficients sont 
des invariants d’après ce qui précède. C'est là la forme type 
à laquelle nous voulions arriver. Il ne reste qu'à déterminer 
les quantités X, V, VR, v', N'. A cet effet, observons, puisque le 
covariant quadratique se réduit à un monôme, que, ayant 
égard à la forme du covariant (N° 1 des Tables), on aura entre 
‘ les coeflicients À,u,etc., les relations suivantes 
AU—4uV/R+3E—0, 
[9] NU—AWV/R+3A—O0, 
AN—SuU LOIR —VT,. 
On va voir, d’après M. HERMITE, qu'à l’aide de ces relations les 
coefficients de la forme type peuvent s'exprimer en fonction 
des trois quantités AV —g, uW—}% et %. On tire, en 
effet, des deux premières les deux équations suivantes du second 
degré en À et H: 

36 NT 7 (9 —16%) — 9% (9 + 16%) |1+3691/#—0 , 

121/ÆSu— (9% 16nk—gh)ut12nV/A —0. 

En posant A—(9%?+16%k—gh)—24#hk*, on en déduira, 
en les résolvant, 

T2V/ RS À —4(g — 164) —9%?(g +164) + (g—16k)/A, 
AV/RU— IR LIGNE — gh —V/ A. 

Le double signe de V/A fournira le deux systèmes de solu- 
tions cherchées pour À et uw. Mais comme le produit des 
racines est d’après les équations susdites —g,—=h, il s'ensuit 
que les autres racines seront précisément \ et y’; de sorte 
qu'on aura, par le changement du signe de V/A à 
TRV/REN —4(g—164) —9#"(g +16) —(g—164)V/A, 
AVR V'—gRL16hR—gh+V/A. 

Il ne reste plus qu’à trouver les valeurs de g,h,k en fonction 
des invariants, si l’on veut exprimer les coefficients en fonction 


10] 


1] 


070 — 
des invariants fondamentaux. Or par ce qui précède et par la 


troisième des équations [9], nous avons déjà 


[12] Pt AU) EE PS ft 

V 

Pour déterminer encore une autre relation entre les quantités 
g,h,k etles invariants, appliquons l'opération Vars AIX av”? 
c’est à dire le covariant ve XY transformé en intermutant, 
à la forme ed type, et l’on aura 


HAE _. = Liu le. VA nix,YP 0 
Prenons maintenant les Jacobiens des covariants 
PEN PALOUY, 
LR, LR, d'XX, YP, (L(RXAEVRY); (4) 
on obtiendra les covariants suivants de 5° et 7° degré dans les 
coefficients 
(15] LL PUR LÉ “ 
[16] LATE (FR DER IPIEEES 
Les covariants cubiques [14] et [15] de fe. RER de 
degrés 3 et 5 dans les coefficients, on obtiendra par l’inter- 


mutant un invariant de & degré, et ce sera I, er (k—pu) —= 
LE, (& (k—h). On aura ae 


[14] 


En vertu des rN Fe et (7, F A RE DE 
psp ee ann ee Pet SU TE Po ee N iee 


— 9 g= — ? R— —- 
V & V là vw 
et partant, à l’aide des relations [10] et [11], on déterminera 
À, N', hi, u', ce qui achèvera la solution du problème. 


(*) Ce serait le covariant C;,, de la forme quintique. 


(**) C’est le covariant P# + Xy, en ayant égard aux relations [1] et à 
la valeur de Z. 


(#*) C'est le covariant C,,;, qu'on aurait pu directement tirer des re- 
lations [1]. 
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En résumant ce que nous venons de dire, on conclut ce 


théorème : 

Par la substilution 
œ— ——|[(9 +ovL)x+(Q—Qvi)r}, 
Vis VL 

Il 
ELA 
2 Ve Vu 
la fonction quintique (a,b,c,d,e,fYx, y} se transforme en 
(À, u, Vk. k,u,'KYX,Y)5, où Kk,A,N, u,u seront des invariants 
déterminés par les relations [11] et [14], et jouira de la pro- 
priété que son covariant quadratique se réduit à line 
C’est là la forme invariantive canonique dont M. Hermite a 
déduit un corollaire important pour la théorie des équations 
de 5° degré, savoir, qu'à l’aide de cette forme canonique on 
peut amener toute équation de 5° degré à ne dépendre que 
de deux paramètres. 
Posons en effet H — 


[19] 


= — 


[= @+e)x+(rp+Pvi)y| 


- AL 5: les quantités A,g,h 


deviendront 
[20] k=VISH, g—VIi,(1+3H+H), h=VI (H+H). 


Alors, le radical VI, disparaissant comme facteur commun à 
cause de l’homogénéité des relations [10] et [11], l'équation 
(A, R,VR, VR, u, R'YX, Y}—0 ne contiendra plus que deux 
paramètres H, H'. Ainsi l'étude de la réalité des racines de 
la forme quintique est ramenée à celle des fonctions, ou in- 


: L I: 
variants absolus À , #. 
IL LS 


Cette réduction, qui par cette méthode serait inabordable, se 
fait toute seule, si nous avons recours à notre forme cano- 
nique de la forme quintique (N° 101, 102). En effet, on aura 

L'OMPI, —1,°[36 HA4/°{H— 1) 6.1 4 (H—H')], 


9 _—. = 


I=12, VIN —H)ESHH—7%2HH° 43H 


SD 
Par conséquent, en divisant par [*, la 3e équation, page 177, 
il viendra 
NE jee 8 _ 
1] DE H'pVK+p'VL, 
\ da 
K, L ayant les valeurs suivantes: 


K,L=36HH"(H-H')+6.12?H"*- (H-H'}+216H'2V(H'-H)+8H'H*-72H H"?-432H" 


Mais comme Î- 4 sera diviseur commun aux trois coeffi- 
cients !,m,n, il s'ensuit que l’équation (N° 101) ne contiendra 
plus que deux paramètres H, H. 

On a donc ce théorème: 

Étant donnée la forme quintique (a,b,c,d,e,fYx, y}, ef 
en appelant a, B,Y les racines de la canonisante 

LR NE 


» 


G WOvVE d "1 
DSC e | Fe 
| CO NC jf | 
on pourra, par une substitution linéaire à déterminant = 1, 
TE Cm oo CAC 1 A em ND 


0, 


FT —né-nt—g Ve (pp vr—0) 
la transformer dans la forme canonique 
[22] Lu Emo — u (uv) —=0, 


ne dépendant plus que de deux invariants absolus, H et H', 
1,m, n éfant proportionnels aux seconds membres [21], lorsque 
on y remplace successivement p par p°, pt, p?. 

Ce résultat confirme d’une autre façon ce que nous disions 
page 177, savoir, que l'équation [22] est caractéristique pour 
une forme quintique donnée, de sorte que pour n'importe 
quelle transformation linéaire on retombera sur la même équa- 
tion [22] à invariants absolus. 


(*) Le dénominateur est VI, . 


RS LS SSL LS Se 
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$ 4. 


Transformation de Tschirnhausen. 
Équations caractéristiques des résultants. 


156. D'après cette transformation, qui a été publiée pour 
la première fois par Tschirnhausen en 1683 dans les Actes de 


Leipsig, on peut faire disparaître autant de termes que l’on 


veut dans une équation donnée. 


Soit ae ua de + a, —=0 
l'équation donnée ; et posons 
| 
y =D, +0, + br +... hr EU, 


Ds, D;, …, b, désignant des indéterminées, et #7 un nombre 
entier <n. En éliminant y entre les deux équations on aura 
une équation de degré n en y, comme on le déduit de la théorie 
des résultants. On peut ensuite disposer des indéterminées b 
pour faire disparaître autant des termes que l’on veut, sauf 
ensuite à résoudre les équations de condition auxquelles on 
assujettit les b. Cette résolution est possible pour n—3, n —4. 
Alors, en posant dans le premier cas y =, + b, æ + x*, dans 
le second y —#", +b',æ—+x?, on obtiendra des équations fi- 
nales en y, de la forme 

y$+A,y+A,y+A;—0, 

y + An y$ + Any A'y + A", —0, 
et l’on déterminera #,, b, par des équations de premier et 
second degré; b,,b', par des équations de premier et de 
troisième degré. 


n | 
ER] 2=vP(œ)=at, , +ax | E Le FAX” 
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Au dessus du 4m degré, le calcul de l'équation finale pré- 
sente des difficultés insurmontables. Malgré elles, M. JERRARD, 
Géomètre anglais, a pu démontrer qu’on peut, par la résolution 
d'équations de 2" et de 3% degré seulement, faire disparaître 
le 2%, le 3° et le 4" terme d'une équation quelconque, et, par 
conséquent, en prenant l'inverse de æ, les trois termes qui 
précèdent le dernier. Ce résultat a prouvé en particulier que 
toute équation de 5" degré pouvait se réduire à la forme tri- 
nôme a +Ax<+B—0. 

Ilrestait à trouver une méthode par laquelle on pût déterminer 
plus aisément les coefficients de l’équation finale, et entr’autres 
les coefficients À et B de l’équation finale du 5 degré. Ce pro- 
blème a été résolu par M. HerRMITE, en donnant une autre forme 
à l'équation en 3 (*) qui le relie avec la théorie des invariants. 

Soit donc, d’après lui, 

[1] fla)=ar" na" +7 ie 3%" +... {n—1l)a, 42, 
l'équation donnée. Posons, en désignant 4,,é,, 4, ..….,n indé- 
terminées, 


1 


_N— 
É a te do 


na, | na, | nan"? 
_ #(a—1) , R(2—1) n—3 
none Pro 
+ na, ; 


ce qui revient à écrire symboliquement 
[3] | za), 


Supposons qu'on ait éliminé æ entre les équations BAGAEAIE 
nous obtiendrons une équation en + de degré n, où nous DOLLES 


PTE UN ; à ee 
(*) Pour la démonstration nous avons suivi l 


a voie qui à été tracé 
M. Cayley dans son 1881, 


Mémoire On Tschirnhausen’s transformation — 1861. 


ie) 

rons disposer des quantités 6, 4, .…, {,_, pour faire dispa- 
raître les termes qu’on voudra. En posant 3—X;, et en 
appelant X, ce que devient X par la substitution de la racine 
æ, de f(x) à la place de æ, l'équation finale aura la forme 


APR) SX) A, A,42,,. À Yz.1)—0. 


-. n—1 : 
Le coefficient, de 2 par exemple, sera, au signe près, 


X,+X,+...—+X,, ou, en ayant égard aux relations [7], N°2, 


| (n—1)(#—2) (n—1)(2—2)(n—3) | 
| at, ,+(r—Dat, + 7 ess Len 1 9.3 at, tte, te | 


+ 


, FE ; 
Par conséquent, pour que le terme en 3” disparaisse, il 
faudra avoir 


: (n—1)(2—2) + 
ot (n—ljaé, _,+ iso Qt 3 + ce + a, _1 LS 0" 
Alors au moyen de cette relation l’équation en 3 deviendra : 
1 
5) 24 |t, , Fat | ba + do L° na. do œ Le 
| | —2 
2 + na,x | + na,x* na 
—] 
+ (n—1) du | eut ) A3 X SR à 
| ne | 
; \ | 
2 Le nt 
ane) | 


45%. Sous cette forme l'équation finale résultante aura la pro- 
priété que tous ses coefficients sont des invariants des deux 
formes : 


n—2 
EN 


CRM CN NP REP EUR Cie 
et, s’il en est ainsi, l'équation elle-même sera un inyariant, en 
y considérant z comme une constante. Il suffira donc d’exa- 
miner si le premier membre de l'équation [4] satisfait aux 
conditions 

d —A'—0, 
d' — A—0, 


— 01 
en posant 


d d d 
d— A7 te Pr ne SET dan ’ 


d d d 
nm rene à a LEE 


LE _— ï- 
d— na — ; (n 1)@, TR L su a, dan dé 


d d d 
A=(n—?) GARE PER ol (le cui 7 k 


Or cela revient à examiner si chaque facteur 3 — X y satisfait, 
ou si (5—A')X—0, (5 — A) X—0. Notons en passant que 
les opérations doivent être appliquées à æ, car æ est censé 
être ici une fonction des coefficients de la proposée. Or l’opé- 
ration sur f(æ,y) nous donne 


n—] \ n—!l 
(Go Gi, @, _)XX,1) d2+(a,a,a:..a, ,X,1) —0, 


d’où bæ——1l. Cela posé, l'opération à sur X, pour ce 
qui se rapporte à æ, donnera 


—— £ _ n—2 
li, —2a% lt ,—3a2 tu (n—laa* |& 
— na, —Qna,x —(n="Ojna, 
n(r—1) 
1022 À 
__n(n—1) 
CC 


et, pour ce qui se rapporte aux coefficients &, nous fournira 
Li 
dot, _9 + NE 


+2 (n—1l)a, 


— 
bat. na" Fe 


Ln(n—1l)a x" 


mine Tire 


n—2 


En réunissant les deux parties, d deviendra : 


dX— (n — 2) d A A né . . . : + a t, 
+ (n—2) a, na," 
Me D 
Mt 1){#—2) 
NS PNR 


Mais l'opération A’ nous fournira également le même résultat; 
donc dX—AX, ou (d—A')X —0. 

Quant à l'opération $—A, examinons d’abord ce que 
devient à’ par rapport à æ. Or l'équation f(æ,1) nous donne 


n—] n—1l 
(Godin, @, 2,1) dx—x(a,,a,...,a Xæ,1) —0, 


d'où, à cause de l'équation aæ"—+nax" +...—0, dx—2?. 
A l’aide de cette valeur, l’opération à’, appliquée à X, four- 
nira relativement à æ la partie 


—] 


at. _,+2a 2 |t, +34 te. +(n—1) a" 
na, x? + 2na, x +n(n—2)a,x" 
n(n—1) > 
se 19 da & > = 
* La partie due aux coefficients a sera 
Si 
na, & t _+na,a? a+... +nax" 
n—2 

+ (n—1)a, + n(n—1)a + (n—1l)na, x 

+ (n—1)(n—2) a; AMEN 07, 

Joe d)0 


En ajoutant les deux parties, le coefficient de {, reproduit 


lo. 
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le premier membre de l'équation proposée multiplié par n—1, 


et, puisqu'il est —0, il restera 
3 
CPE 1 | to T2 de VS 
lna,x | +2 na x"? 
| 


| 
LR ua à 
| 


(a —1) (0 —2) 
et 2 

ce qui est précisément la valeur de AX. Ainsi l'opération 
5" — A réduitencore à 0 la fonction z. Donc elle est un 
invariant. 

REMARQUE. Il est évident, réciproquement, que les coefficients 
À, s'ils sont des invariants, doivent être fonction des différences 
des racines, et partant ne peuvent pas contenir le terme en £,_, 
qui disparaîtrait dans les différences [2]. 

#58. Exempze. Soit 

(a,b,c,dXæ,lÿ—0, 2—(ax+b)u+(ax?+3bx + 2c)0. 
En multipliant la seconde équation par æ, et en ayant égard 
à la première, on a 


A | 


œz = (ax + bæ)u +(— cr — d)v, 
ou 


aux? + (bu—z—cv)x— dv—=0. 
Par le même procédé, on tirera de celle-ci 


(2 + bu + co) à? + (Bcu dv) x Lud —0. 
Maintenant les trois équations : 


av + (3 bo L au) à +200 + bu — z —0, 
AUX? + (bu—cou—z3)æ —dv —0, 
(butcovtz)a? (S8cutadv)æ ud —0 
fourniront, pour l'équation finale, 
3— bu — xv — au — 30% at 
d 3 — bu + cv au =, 


— ud — 3Cu — dv 3 + 2bu + cv 
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quisera dénla formes (1,0, C,DYæ,y . où l’on a 


ee: C=— (ac — 0?) u* + (ad — bc) uv + (bd — c°) v?, 


—(aŸd—3abc+20%)u+(3abd—Gac+3b?c)uv+(3acd+60b4—8bct}uv?+(—ad+3bcd—2c%)vs 
On voitque C,D sont bien des invariants des deux formes 


(@ , AUX, V} 7 (uY —vX), 


ou encore des covariants de la forme (a,b,c,d4ïu,vw) 
159. Les coefficients À,, A,,..., À représentent en général des 

fonctions de Eur Lors t0s €t, lorsqu'ils sont des invariants, 

ne seront plus que des fonctions simplement de #,_,, #,_a1.to 


Proposons-nous, par exemple, de trouver le coefficient dans À, 
— 1}. (2 — jl ; 
de { - Comme Ant _ la est le coefficient de 
n—2 EN À, 


” dans l'équation proposée, on aura 


n (na —1). . (2 
1:5.8:27 


Ds PRET NE de 


Or le coefficient de f’x-2 dans ce > sera évidemment 
Z (dot, + na) (ae tna;)..…. (4%,.+na), c'est à dire le 


coefficient de +7" dans l'équation Fe (er) ï 


0 


ee n [t—na\n M [æ—na\n-1,  n(n—1l)...(r ne (re) 
ns | ET) ee PCRCE r| a 


ie UM WU. par 
—(} ji j = n° | — (4 nt 
l'ai ‘ UM M — | 2 \&o, r—8 


Pac vi et 
Ernie eu NOTE (& a, | 
4G@. Cette méthode de calcul pour la transformation de 
Tschirnhausen qui après tout est fondée sur la forme particu- 
lière d’un résultant nous suggère de donner ici en passant les 
équations caractéristiques d’un résultant trouvées par Brioschi. 
Taéorème. Æn appelant R le résullant des équalions 


[6] px) = ax ax ax —? 


on .+4n=0, 
[7] px) = D,xr + Dan Lx È EE Da 0, 


=. 


et x les quantités définies comme au N°43, on aura 


n—]l 


aR 
[8] D mr - —(n—m)bmR . 


DÉMonsTRATION. On à (N° 43) 
r=n—1l 
[9] D mr T'as 
r=0 
Mais, d'après le théorème N° 47, on à aussi 
ART OUR 
ANT — 


da, TAN 
Partant l'équation [9] pourra se transformer en celle-ci 
n—1 
DEN IR _ 
[10] EP pars = 0 


Or il est évident que le premier membre de cette équation 
devra s’évanouir avec R et le contenir par conséquent en 
facteur, car il ne peut pas y avoir d'autre condition entre les 
coefficients que la condition R—0. Il viendra donc 


q étant un facteur algébrique qu'on déterminera très-aisément. 
Il suffit pour cela d'observer que le premier membre est de 
degré n—+1 par rapport aux coefficients b, et de degré n par 
rapport aux coefficients a. D'ailleurs son poids est celui de R 


plus m+r+1—r—]1—m; donc q ne pourra être que de la 
forme 


4 —Q'Um, 
qg' étant un coefficient numérique, qu’on trouvera égal à 
n—m, en comptant combien de fois le coefficient b» entre 
positivement et négativement dans les quantités a. 


(*) Nous supposerons, pour plus de clarté, que 
Mn ,r = 0m rt Mbnirs1t + End 
—Dodn rt ban reit … TE (AC | T2 %mbr 4h Pas nn, 
de sorte que la première valeur de r soit 1. 


aR Pit nm dR 

> ‘da, ee Da bo) Ta + DR ae LA Le All, 

ar + dR\ aR , CA TA aR aR 
mais AUÇ-E UE? | b, (a ee + an) (17e bag 0- 


000 
REMARQUE. On peut vérifier directement l'équation [8] pour 
les cas detm—0, m—l. 


Si l’on introduit dans la première des équations [28], N° 43, 
les relations [8], N° 47, on aura 


aR 
(a,0,— 4,5) -— (ab, — a, D) a+. CA b,— a b SE 
da day 
] 
Mais, sauf à ajouter @,b me — .. 0, la quantité dans 


la seconde parenthèse n’est autre chose que nR, et la pre- 
mière est égale à 0 [voir (15), N° 47]; donc 


n ñn 
R &R 
À —— == == ne 
2e en 2e. D) Te = NbR. 


Pareïllement on trouvera 


Donc, en ajoutant, 


ou 


aR ak aR 
Din 4 7 î da; Du Ha, + &ol ro ne di . 


ar aR aR aR 
+ a, Dig Vin — (a + a 2 je 


aR aR A2 dR ,4R ,4R 
DA SANTE ee Ride Ha (nn ne 


aR aR aR 
(tata : 
Or Dig. dan —0b,R, ce qu'il est aisé de 
aR 
vérifier, et Di —0 1°} 


(*) Voir ma Théorie de l’élimination, page 72. 
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Par conséquent 


D RES RS 


Ce théorème a été donné par M. Brioschi dans le Journal 


’ 


de Crelle, T. 53. Mais pour la démonstration nous avons re- 
produit celle que nous avons donnée dans le même Journal, 
Tome 54, qui nous paraît beaucoup plus simple. 

Si dans l'équation [8] on fait successivement m—0, 1,2, 
3,...,n—1, on obtiendra n équations qu'on pourrait nommer 
les équations caractéristiques du résultant, savoir, 


ar |, aR dR 


À 0%, dog Ve boyn—ig ADR, 
aR ak aR 3 
[11] ho ke CPS er TT RUES 


ak ak dR 
M0 À Me gg 1 le LD: F —Dy=1RE 


n 


AG. Voyons maintenant ce quedeviennent les équations [11] 
dans le cas du discriminant, c’est-à-dire, lorsque (x) et w(x) 
sont respectivement les dérivées par rapport à æ,7 de la 
même forme 


n ñn n—] 
(do Ai Gas 4 XD, U) =D + Die  Y +... + D, AU 
en supposant que le coefficient binomial soit représenté 
= (m1 n—m I 
par Du ( 1. .(2—m+1) 
2,9. .720 


Les dérivées seront de la forme 


, et qu'on ait fait ensuite y—]. 


7! toi ' n—2, n—1 
Dodo PAT YPO A iv ; 


rl n—] n —2 n—1 
DodiX  +piat ES LA 
ou plus explicitement 


? 


Det 9 | a —1)(#—2 JE 
a" (n—1l)a,x" ee une à 


Qu" En —1) ax" 2 RUES He a, =08 


— 291 — 


Or observons, en envisageant la question directement, que, le 
discriminant s’annulant pour des racines égales, si æ est une 
de celles-ci, il faudra qu’on ait, comme au N° 47, 


m—t | 


m—%#% ak » GAY 
} — 0 —— d/! —() 
da, da, + a, da, : 


da x ; : 
D ÿa,x pd a,2 
d’où l’on tirera 


DR 0e 


DORA DDR + 


D'ailleurs l'équation [10], dans le cas du discriminant, devient 


n —2 n—1 
n—r—2 cat tr — 1] 
Der = 0, ou phm,r—1® — 0 
0 1 
—r—2 n—r— Il 
et alors, en remplaçant 2" Fr par leurs valeurs 


tirées des équations [12], il viendra 


A il aR INT 

Da 0, | ) D PE GA 

[131 Ë m ,7 Fee da, ,e ? M m,7 nr aa, 
1 

Lin 

day d dan 1 


En partant maintenant des équations [8] comme type et en 
leur appliquant les équations [8], on aura 


où les derniers termes seront respectivement en 


n —2 ; 
\! ] aR (n—1—") 2 
[14] Es (150) Don Gm Ro 
; 2 2 
n—1 . 1 
- OT (NES), * 
RO Or t0 
0 


(+) Le coefficient qui est associé à a 
(n—l)(n—2)...n—m 1 
Po not. 


m1 dans cette équation est 


— 292 — 


La valeur de An, est actuellement 


Là 
De IDR APE (Gus 1e — Omer 1+1@r 1) 
où p, désigne généralement le coeflicient de æ*—1—? dans 
les deux dérivées de la forme donnée, et ne diffère de p, que 
par le changement de n en n —1. 
Exempze. En posant le discriminant de la forme cubique 
—R— 6abcd + 3b?c? — Abd — 4ac? — ad? 


on aura l'équation 


o ad—be AR | 9 ( Ci 
1 SCENE PR OT CS 
qui correspond à l'équation [14] 
14, 1 4R_ 1.23, R (P=3, 
0 002 NN Da (ie EDS NO AE (n:=1, m1 
2(ac—t®) 4R ar 
2° — 
pe 5 7 (ad — bc) — ouh, 
qui correspond à l'équation [14] 
1 dR 1 4R {Po = 1 
É EN ze 0 ? 
00 Pa @ T CRE das 2.4&R ) lp,—3, m— 0 ; 
90 £ ar 
ps) 2 (ac — 0) 5 (ad — bc) 7 —6R, 


qui correspond à l'équation [15] 


IR 1 GR DD. mM=0 
Pi 7 ue. da, — 24; : : 4 ï 


020 


Pa — 1B. 
= (ad — bc) LS (bd — c°) + —60R : 


qui correspond à l'équation [15] 


1 4R La, LdR__2 
Di du ip, du 3 PR RCR, 


120 


PL LT LS LL LS don 


CHAPITRE HUITIÈME. 


FORMES SYMBOLIQUES DES COVARIANTS 


462. Depuis quelques années MM. Clebsch et Gordan ont 
introduit dans l'étude des covariants des formes symboliques 
spéciales avec un immense succès (*). Aussi Gordan a-t-il réussi 
à démontrer que le nombre des covariants fondamentaux pour 
toute forme est limité, et dernièrement il a poussé la détermi- 
nation des covariants indépendants jusqu’au 7 et au & degré. 

Donner ici leur théorie, ce ne serait que reproduire leurs 
travaux mêmes et sortir du champ d’une exposition élémen- 
taire où nous nous sommes restreints. C’est pourquoi, nous 
bornant au rôle d’être utile aux étudiants des sciences ma- 
thématiques, nous nous contenterons d'en donner une idée, 
afin que le lecteur puisse ensuite par lui même entreprendre la 
lecture assez difficile de ces ouvrages. 

Représentons en général symboliquement par (a,x + a,y)" 
la forme aa + na, ay +... — a,, en posant 


AG, A7 Un Bi, OO = Ua jee a = On; 
et convenons de représenter la même forme par les symboles 


(*) La notation adoptée par ces auteurs ne diffère en réalité que par 
la forme de celle qu’avait déjà adoptée en 1846 Cayley dans son Mémoire, 


à jamais célèbre, sur les hyperdéterminants, inséré dans le Journal de. 


Crelle. 


\s 
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(x by)", (C2 + cy), (dæ<+dy})", etc., de sorte qu'on 
ait indifféremment 


do. — (te 


A: TE D = | — 
a" Ga? — bn î U, = CE è Re = 4, Ml 


L'avantage de ces représentations symboliques successives 
de la même forme est de nous permettre d'opérer algébri- 
quement sur les mêmes formes algébriques sans altérer le 
résultat final. C’est tout là le secret de la méthode donnée 
d'abord par Aronhold et suivie ensuite par M. Clebsch. Aïnsi 
si l’on peut poser (a,x—+ ay) —=ax* + ?bxy + cy*; il ne 
s'ensuit pas que l'égalité subsiste en élévant au carré les deux 
membres, ouque (a,æ—+ ay) = (ax + ?2bxy + cy°), car les 
opérations algébriques que l’on est amené à faire dans le 
premier membre altèrent la nature des coefficients symboli- 
ques. Mais, si au contraire, d’après les conventions ci-dessus, 

. on fait le produit (a,æ—+a,y} (by), sauf à remplacer 
ensuite les coefticients symboliques par leurs valeurs, il est 
évident que les opérations algébriques n’altéreront pas la na- 
ture des coefficients, car chaque facteur restera tel qu'il est 

* par la convention faite auparavant. Ainsi on aura, en restant 
dans l’exemple ci-dessus, 


(ut + ay) (bit + bay) — 


A0 2 +2 {a 00; + ab y + (ab + b 2444, ab ba)? y +2 ab +0 0,0 )ry + 


= doi + Aabr'y + (ac +402 y + Abc + c'yf = (a? + Dey + cy°}? 
Cela posé, en adoptant ces notations symboliques, le discri- 


minant ac—D? de la forme quadratique ax? + 2bxy + cy? 
CAMES 


sera représenté par en supposant que l’on ait 


/ 


GAL 
(a,b,cXx, y = (a; x +a,y} = (be + y}. 


Celui de la forme cubique ax E 3baxy* + 3cxy? L dy, 
qu'on sait être — 
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pourra être mis sous la forme 


| 4 & | ane | PER A 0 RQ Ne 
| | ? 
| à & | d, dd | Cy Ca D, bas | 


en supposant que l’on ait fait successivement 
(a,b,c,dXæ,y} —={a,x—+a,y) =(b,2+by) —(c,æ+c,y) —(d,x<-d,uy). 
Par exemple, le terme, 
Rue al, d—a0ca, 
reproduira un des termes du discriminant, etc. 


Pareillement en passant à la forme biquadratique 


(a,b,c,d,eXæ,y)— (ac + ay) {ir + y) (ax cu), 


On aura 
| 1 0 LC EE 
I, = ae — Abd + 3c? — . J 
Bipe M, 
à Es | of ii 
1 | di 3 | 6, D Lyon 
=, D Ce = | | | 

| Re RS EC, A OT 

RE te | frs) pa] 


La même chose a lieu pour les covariants. 
Ainsi le covariant quadratique de la forme cubique, en 
adoptant les mêmes notations, sera 


NC FT M | 
D — | (a, a,y) (c,& ++ cv) ; 
Ï ir ps 
et le cubique : 
4 A | Ci Ca | 
D; — | (4,@ + day) (C4 + Cou}. 
D, PE. | PR: SAN 


Voici maintenant les invariants et covariants pour la forme 
quartique 
La = (ab, + Ga)? 9 
F5 — (a, —a,b,) (ac, + ac) (bic: + 0,ci}, 
Cs—t(a4ib, — ab.) (a;x La.y} (bæ + bu), 
CL = (a,»,—a,b,) (c,0,—c,b,)(a,x+ay) (b,æ+b,æ) (c,x+cy). 


29006: 
Si l’on adopte d'écrire avec M. Clebsch, æ, pour æ, æ, pour y 


(ab) pour (ab, —a,b,), (bc) pour (bc, —,c),.…, 
Gx  POUr GT, te, De pour Div, +,%, 


alors les formes quadratiques, cubique et quartique, et en géné- 
ral de n° degré, deviendront 


[1] f=(ax), f= Ga, 1x", [= Gaz by" = cs", etc., 


et les invariants et covariants susdits seront représentés sim- 
plement par 


[2] 1, —=(a), 
1, {ab} (ca) (ac) bd, 


[3] | Os (00) 46 Da, 
Go ab} (chics de. 
IR (QU) 1 (Go (ae BCE 


a | 


Cala) a be Ce (UD) ichhe sr De Eee 


Par ces notations les dérivées s'expriment aussi facilement. 
Il est aisé de voir en effet qu’on a: 


RES n—1 LAN “ 
dr Cb00 3 rer Co RER 
et 
LETTRE RL n—1 
ANT Es (4 
Pareïillement 
h 
af ; 
[5] Sur in 1l). (n—R4+])a!— k ; CHE 1(n—1) (n— —R+1) Fa 
dæ: dr, 
ne , 
[6] ——— = n (n—]l n—h—R-L1) at tt 0} pÀ: 
427 do! ( Jr RTE 40€: 


168, Une fois compris le mécanisme de ces notations, pas- 


sons à voir par quels principes M. Clebsch arrive à déterminer 
les covariants. 
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Supposons que la forme f soit 
[7] [= a, + ba, 
et faisons-y les substitutions 


LP; +Ql'e, 
[S] 


on aura 
[9] (= (ap + 0p')x', + (ag +ba')x', = a'x', + b'x',, 


en posant 


SE VIN fpl « 
Le DD it Te) 


[10] a — ap + bp", D = ag + bq'. 
Mais par les équations de substitution [8] on obtient 
ND CE — de 


[11] , A =?4 — Y'a ; 


A%'3=—9D'2,+pT, 
et de même en vertu des équations [10] on a 
Aa =g'a — pv | Ab=pv'+q(—a'), 
Ou tiS] | 
Ab —— qa' + pb'| ( Af—a)=pd+g'(—a'). 
Si l’on observe de près les équations [8] et [10], [11] et [12] 
on voit que les équations [12] se déduisent des équations [11] 
de la même façon que les équations [10] des équations [8], 
c’est à dire, par l'échange des coefficients d’une ligne avec 
ceux d’une colonne et par l'échange de (x,,æ,), (x',,æ') en 
(a', b'), (a,b) respectivement. D'ailleurs les déterminants des 
substitutions [8], [10], [11], [12] 


[21 


CARE ET RE 


—p" D 


q 
— q D 


Da D 
SE 
sont les mêmes, quoique le second soit {ransposé (*) par rap- 
port au premier et le 4 par rapport au troisième. 


Fr 
DAC 


4 


(*) Nous appellerons ainsi un déterminant dont les lignes sont iden- 
tiques aux colonnes d’une autre et réciproquement. 
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On voit encore que les variables æ,,æ, (à un facteur près) 
se transforment dans les x',,æ', par les mêmes formules, par 
les quelles les quantités bd et —a se transforment en b' et 
—_g'. Or, comme l'introduction du facteur A dans les trans- 
formations n’altère pas la propriété fondamentale des inva- 
riants, il s'ensuit que l’on aura ce théorème : 

Une fonction Ÿ, qui contient les variables x,, x, et jouit de 
la propriété des invariants, continuera encore à jouir de 
la même propriété, si on change respectivement les variables 
CR De; 

Au moyen de ce théorème, M. Clebsch observe qu'on peut 
faire rentrer l'étude des covariants dans celle des invariants. 
Car, par la considération d’invariants simultanés, on peut, à 
la place de chaque covariant, introduire autant de formes 
linéaires qu’il y a de séries de variables dans le covariant. 
Et alors on reviendra au covariant en changeant les coeffi- 
cients 


A35— A; bare etc., 
des formes linéaires introduites par les séries des variables 


D ET EE ER 


464. M. Clebsch établit ensuite ce théorème fondamental : 

Chaque invariant de formes linéaires est une somme de 
produits formés par les invariants relatifs à deux quel- 
conques d’entre elles. 

L’invariant de deux formes linéaires a,æ,a,æ,, ba,—Lb,æ, 
est leur déterminant &@,b,—4a,b,—(àab). Ainsi pour trois 


formes AL, +4,20, DT, + b,æ,, Cæ, ca, les fonctions 


Lab} (ac) (be, E{ab) (ac)P* + C(an) (bo)} + [{ac) (be)T 
seraient autant d’invariants. 


Cette somme est évidemment un invariant, puisque chaque 
élément (ab) se reproduit, Mais il fallait démontrer que tout 
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invariant peut se réduire à cette somme; c'est ce qu'a fait voir 
M. Clebsch dans son ouvrage Theorie der binaeren algebrai- 
schen Formen. En ayant ensuite recours au théorème N° 163, 
il montre que 

Tout covariant d'une série de formes linéaires est un 
aggrégat de produits, dont les facteurs auront un des trois 
types Suivants : 

1 (ab), invariant formé par deux quelconques des 
formes linéaires. 

2 (ax, La,x,), une des formes linéaires données quel- 
conques. 

3 (xy), déterminant formé par deux séries de varia- 
DOS Ki Vas Ra Vus 00, 

265. En s'appuyant ensuite sur un théorème sur les inva- 
riants simultanés donné par Cayley (N° 78), M. Clebsch arrive 
à son théorème fondamental qu'il avait déjà donné dans le 
Journal de Crelle, t. 59. 

Soit TT, dit-il, un invariant ou un covariant d’une forme 
f de n° degré, dont &,, a,,.…., an sont les coefficients. Soient 
Œ 0, Un Bo B1-. Bn, etc., les coefficients d’autres formes 
de même degré. 

Alors, par le théorème de Cayley ; 


aTT 


[14] =, AT PEAR CU ; 
et 
_ CAL avi; 
[15] 6 ra SLR _ Er . ete 


seront autant d’invariants. Mais en continuant de la sorte, il 
est évident qu'à bout de 7 opérations semblables on finira 
pour faire disparaître de TT les coefficients (a) si TT était de 
rièm degré, et on parviendra à une fonction TT, qui ne con- 
tiendra plus que les coefficients (a), (8), etc. de > différentes 
formes. Réciproquement, on peut de la fonction TT, remonter 
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à TT. Remplacons, en effet, dans T1, les coefficients de la der- 
nière forme par ceux de l’avant-dernière; on aura TI,1: Si 
dans celle-ci on remplace les coefficients de T,, par ceux de 
la forme qui précède l’avant-dernière on arrivera à 1.2... TT, 4. 
En procédant de la sorte on parviendra à 1.2...7.TI. 

Remplaçons maintenant les coefficients a, 8, etc. par leurs 
expressions symboliques fournies par les 7" puissances de 
Gx, 0x, ete. La fonction TT, ne contiendra plus les coefficients 
de la forme f, mais les coefficients @,, db, ,...…. de > fonctions 
linéaires. 

Si la fonction TT contenait des coefficients d’autres formes 
f', on pourrait par la même méthode la réduire à ne contenir 
que les coefficients a’, b',etc., d’autres fonctions linéaires. Il 
s'ensuit que : 

Tout invariant simultané ou covariant d'une série de 
fonctions peut être exprimé comme invariant ou covariant 
d'une série de fonctions linéaires, dont les puissances re- 
présenteront symboliquement les formes données. 

Mais comme nous avons donné plus haut la forme générale 
de tout invariant ou covariant des formes linéaires, nous pou- 
vons établir ce théorème fondamental : 

Tout invariant peut être représenté symboliquement par 
un aggrégat de produils de déterminants symboliques (ab); 
et tout covariant par l’aggrégat de produits de détermi- 
nants symboliques (ab) associés à des facteurs symboliques 
de la forme cx. 


Ainsi donc tout covariant simultané d’un système des formes 
binaires 


: LT ve 73 | | 
[16] A—(a;x,+a,x,\, B— (b,x,+b,æ,), C=(c,2, 44cm) 
peut être représenté par une somme de termes de la forme 


m , : s 
[17] Lab) { ac)” (be)? A b° 
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où L est une constante. Il va sans dire que l’ordre du cova- 
riant devra être égal à la somme des exposants, 71-544 
et que l'expression susdite devra être 

homogène et de degré « par rapport aux @, 

id. 6 id. o, 

id. Y id. GR 
D'ailleurs le degré du covariant sera donné par le nombre des 
symboles &@, b, €, qui y figurent. 

166. On peut former directement des covariants d’après 
Clebsch par une opération qu'il appelle weberschiebung, et 
que nous traduirons par {ranslation, en attendant un nom 
plus propre. Cette opération est représentée par l'expression 


[18] Hes(opw)-m ds 


où p—pz, W—w% désignent deux covariants, et (pw) la 
do dy dp dy 

signe la puissance symbolique différentielle en Me 

En ayant égard aux expressions (6), la formule [18] est 


équivalente à celle-ci 


1 1 
TT == a — ee = nat 
19] m (n—1) …. (n—Rk+1) 2 (n—1)...(n—4+1) 
de à d d ro d' 
ER Er eV pe CN | 
At, dx: TT Ta Fe dto dx - 
Ou aurait en particulier, pour Æ—=1, k—2, 
we munis l [dpdw do ol 
—(P#) pe Ve — mn Lam de, dæ dm 
_ (py}? p ir We de 1 d'p d'w 2. d'p dy do d “| 
— m(m—]) n (n—1) |_dr.° dz? dti dti dt, dt: dx dx 


Cela n’est qu’une transformation d’une application de nos 
intermutants aux émanants. 


k 
Formons en effet l’émanant de ©, (æ, _ + a ? 
1 2 


@ étant toujours un covariant. Si on change par la théorie 


/ 


CAT CAT 
» x / r ce L D 4 AS 
des intermutants &',, %ÆA en dr,’ dm’ 


‘autre covariant, il viendra pour nouveau covariant 


y étant un 


; LA dpdw\r 
FA de du, dr, di 

M. Clebsch montre ensuite comment tous les covariants 
d’une forme peuvent être engendrés par la translation fueber- 
schiebung) de la forme donnée sur elle même ou sur quelques 
covariants déjà formés. 

467. Nous n’insisterons pas davantage sur ces recherches; 
car pour les approfondir il faudrait plus que reproduire les 
ouvrages des auteurs même, Clebsch et Gordan. Nous n'avons 
voulu qu’en donner une idée suffisante pour éclairer le jeune 
étudiant dans la lecture de leur savants mémoires et pour 
leur faire savoir ce dont il s’agit par ces recherches. Nous 

“terminerons ce rapide aperçu par la comparaison des formules 
de Clebsch et Gordan relatives aux covariants de la sextique 
avec nos propres formules N° 141. Cela servira aussi à facili- 
ter l’étude de leurs représentations symboliques. 

Désignant par f la forme donnée, voici leurs notations 
avec les nôtres en regard 


H=(7,f}2= Ca (F5 C=(, A), 
F=(f,H)=Cis | p (Ci, — = f | mi = 2 Cars l 
he l'A A ET n—=(i,Mm)a—10 C,,,+2Bi— È 4 


A=(ii}=Cus | B—(i,0),21, À A0 


DST DIF 


Notons que B et C sont les invariants de la forme biqua- 
dratique #; que A est l'invariant de la forme quadratique L; 
D est l’invariant de la forme quadratique m; et que F est le 
déterminant des coefficients 


des trois formes quadratiques 2, 
1RUR 


Am 


É. 
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Cela posé voici pour la sextique les 


> invariants fondamentaux 


ne 


If 


19 


DT C=1; D=ls, où D=(f (Uk =2D—<B0-+2 AR 
E=1I,;;, ou E—(7;t), 1!) 


8) 
et les 21 covariants fondamentaux 
.f@) fo 
= H&) HW 


Crest 02, t=0; 00% 


: | H(&) H() (æ) 5(v) 
(fi) = = C,3; (Hi) — CRE oi = 
ie) j(9) it) jy) Uæ) {{) 
: : | me) mt) £ _. fe) fu) 
Del ah} =0, +0 î — — La ; = = 4 
( Fe à == IE ( 7 {(æ) 70) == 2198 2 2] ) L() 1) 62 
A&) AU) À 9B À 
je | Iæ) 0) +3 is = Cr Lane Gi la ME; 
nt) nv) A H(x) H(v) 
Pi ie do 3 C8 Co10 (Hi) = à = Cy,s 
æ y 9 
pla) pU) f&) ft) 
(2,1) = SPACE An = 
I) Je) | 6576 miæ) my) 696 66 
A&@) A B " 
(5), ©), =2 a 6 Cas 10 a F gg Cars = Cuss , 
| n&) nv) … ntx) n{y) 
Cr de 0: 
“ei oi a) mo | 3 7" | %) Ne 


(*) Les signes +, ff ne servent qu'à différentier entr’eux les deux 
covariants C;,6, ainsi trouvés, qui sont essentiellement distincts. 


AAA AE 


NOTES 


Note relative à la page 4. 


Pour démontrer la formule [13] page (4), 


h k 
[1] D p= 2 CID, plu pee... pl) m 
2] Ris ER EE L Em =9 , 
RHRR +R; +.:...+mim=Mm, 


nous observerons que quant à la forme, si elle est vraie pour un indice 
égal à #%, elle sera aussi vraie pour un indice égal à % + 1. 


En effet, comme on a D, a 0 D D @ on déduit de l'équation 


précédente que si l’on différentie D, p)” g et À, augmentent d’une 


A k: SE: . 
unité, et que si l’on différentie gl) ‘, on obtient li ‘—1wli+1), d’où 
la somme ASS restera encore la même. Par conséquent, la pre- 


mière des équations [2] sera vérifiée, et l’autre aussi; car si l’on avait 
d’abord 


m—=k, +28, LR, +... TR ECTIENSE-CrEs 


il viendra maintenant, ou 
M+IZ=R +I1H2r, +..... +mR, ; 
ou bien, par rapport généralement à wi) 
MIE RQ, HR 1) (HA) (BD me 
= Re HR, (ED) Re om Hi El 
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c’est à dire #+1, comme cela doit être; ou bien, si la différentia- 
tion porte sur le dernier facteur 


MÉI—=R, +28, +... Lom(Am— 1) + (m +1) Ami 
—=1l+R +2k +... DS : 


en observant que ZX Ni 1, et ainsi on aura encore #% + 1 tout comme 
LI 


1 
auparavant. 


Quant aux coefficients, ils se détermineront aisément en prenant pour 
œ (æ) et pour w{7y) des fonctions particulières, par exemple: 


p(æ) = 2", V (y) = Go + MY + QU + AY +..., 


dont on sait déjà calculer d'avance le coefficient de y”. 
La formule [1] renferme beaucoup d’autres formules données par 
Laplace et par Schlômilch. 


Note relative à la page 23. 


Lorsque @ a la forme: p—Y% a? Bybe.., où toutes les racines, à l'ex- 
ception d’une, sont au premier degré, on peut en déterminer la valeur 
au moyen de la formule [36] N. 8, formule qu’on peut trouver directe- 
ment ainsi. 

On a, en supposant que Z soit le nombre des racines à, B, Y,... À, 


Sa >oBr. PONT NS re su 


où le 2° terme du second membré contient une racine de plus que le 
groupe aBy...X, de sorte qu’il en contiendra / +1. De là on tire 


En 1-0 iTopT.. À 20" 0pyu. 
Pareillement on aura, en appelant v une autre racine, 
So By...u—>0 ’Sopy...U— 0 Br...v 
et ainsi de suite jusqu'à 
OR rT VS o>apr. VS UPYT... WU 


7! désignant le nombre des racines du groupe afy...1. 


Fa pe Bruno — Théorie des formes binaires. 20 
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Alors par le système d’équations 


p » l dy p—1 
NS ETES =, _1( 1) a, UMP TES 
1 2 
= pr. U=s, {0 a, y 2% Br. V , 
’ —? +I—1 
Sopr.…ys, (1) a, IN (pH jaoa, à, 


multipliées alternativement par +1, —1, et additionnées, on obtiendra 


Bab 1j {5,0 UT Spa Sp gt ts, (DT laa,, +11 


ou bien à l’aide des formules [7], N° 2, 
D > +1 I 
Sa Br. —(—1) Ce nc RE an en) | : 
Ainsi on aurait 
Eo'B——AS;—Q08s , ZABT— HAS, Las, +458; 
LA 
de , ZABYDE— A7 0585 -G280 1-4 sSuu-FaoS, 


ou bien 


48 — o 
ZVB—A,S3 + d388 08400, DE —— AS —@ 483 — 038 y — US s— 8e — 107, ete] 


Note relative à la page 38. 


M. Joachimsthal est parvenu à un théorème plus général que celui 
de Borchardt. Voici son théorème. 


En posant 
1 1 1 
D=| (étu} (ta) ©" WATRE 
1 1 1 
Cat) (état EATRE 
[1] AN : à. 
il ] 1 ; 
Gta tar Tata 
Gta Gta GTR 
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+ 1 
[2] T= Dbraes (bou) (4 a) 


où le signe X s'étend à tous les termes qui se déduisent du premier 


en échangeant entr’elles les quautités #1, de, é pe : 
en posant 
[3] PE) = (Eau) (éme) . (é+a,) , 
on aura 
: li La 17) INbrcie ste a) 
D=—=(1 = te 
L#] 2 ONCE 


Cette formule, surtout après la démonstration du théorème de 
Borchardt, est évidente; car d’abord le dénominateur de T avec le produit 
FAITES J( é, ds dénominateur du déterminant D. Ensuite 
il est aisé a on que D est divisible par toutes les différences entre 


les quantités { et a séparément; ce qui explique l'existence de produits 
TT en é et 0. 


D'ailleurs en faisant ARE —, le déterminant D et la fonction T 
actuelle deviennent celles qu’on a étudiées, N° 27, puisque la partie 
LR où hu) LESC ee a) or es Fi i,) 
F4) 


dans le second membre se réduit à 1. On voit ainsi comment cette for- 
Li . . 
mule comprend celle de Borchardt comme cas particulier. 


Note relative à la page 66. 


Si l’on remplace, dans une fonction des différences des racines, les coef- 
ficients Go, Gi, Ga, etc. respectivement par 855, Si, 82, ete. la nouvelle 
fonction sera encore une fonction des différences des racines. En effet, 
malgré cette substitution, les indices restant les mêmes, on aura encore 


d dp 
FE ge oc . = +35 © Fa Hunt (n1) 9 0. 


Mais en appliquant l'opération à à la nouvelle fonction œ consi- 
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dérée comme fonction des Go; Gi Ua see... , en vertu de la relation 
d8r = r$r-1 (voir N° 32), on doit avoir 


1 dp 
P = So + + 2s 7. +... +- (n—1) Sn—1 GE ; 


il s'ensuivra ôp—0, et par conséquent la nouvelle fonction sera bien 
encore une fonction des différences des racines. 


Note relative à la page 108. 


Nous nous proposons de faire voir ici que la belle méthode donnée 
par Gauss pour calculer par approximation une intégrale n’est qu’un 
cas particulier du théorème donné sur les formes canoniques. Le grand 
géomètre a en effet démontré qu’on peut, en choisissant convenablement 

éh | 
m abscisses entre 0 et 1 , calculer l’intégrale | J (x) dx avec la même 


. . . . ù 0 
exactitude que si l'on avait substitué à la courbe y = f (x) une courbe 
parabolique de degré 2#— 1. Alors on aura: 


Pen) +R) ER NE ++, fte,) =f rio) dr, 


Re Ro, R;,... étant des multiplicateurs convenablement choisis en 
fonction des abscisses 41, Ti... ®,,, et J() désignant par hypothèse la 
fonction 
&)=0û—+ 0. x?  2m—1 
f (&) + O4 © + où a +... mL RS LU 


Il faudra donc que l'égalité 


Li) +R,f(æ 2) FRf(ds) + QECIOC Rate, = Se Le ne 3. —— 


em 


soit satisfaite, quelque soient o, ns Ayo, Do je Par conséquent on 
aura, en égalant les coefficients de ces ee quantités, 


RECRÉER HR 
RAR A HR GS HRE=S ) 
De ASE CET LR & = 

Mm Om 


al 


Fe DK su le 
os 11R Fo hd ve +R Ts 
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Or ce sont là les mêmes équations de condition que l'on aurait ob- 
tenues, si on avait eu à canoniser l'équation 


2m—2 2m—3 2m—4 


2m—1 æ . @m—l(Êm—2)x (m—X m—2) (Qm—3) æ 
M 1.2 ou PTE NT 3 


& .& 


œ ] 
RU An 7 ET 


c’est-à-dire, à la mettre sous la forme 
2m—1 2m —1 \2mM—I 
R, (ae) ER (ot ER, (a 0: 
Par conséquent la détermination des inconnues (R) et (x) se fera 


comme il est indiqué dans le chapitre (4). 
Pour #—5, par exemple, 41, 2, æ, seront les racines de l’équation 


l æ 0 
lt 1 
Mois FE 
LP | —0, ou20%° 30%? 12% —1—0, 
Mesa) 
PDO T. | 
MSP ETS 


I ON AE 1 ci 
te _ ) 2=3—5V ; 
5 é 5 
Ensuite par les formules du même chapitre on trouvera 
4 5 
R, — où R,=R,; =; 
Par conséquent l'expression 


s' (arr (ete) (ee 2) 


"1 
représentera tout aussi bien l'intégrale | f(x) dæ que si l’on avait 


.) 0 
substitué à f(x) un polynôme entier de 5° degré. 
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Note relative à la page 134. 


GLEN PT 
D une 

: $ ( a | ; 
fonction de deux systèmes d'éléments (DANCE )REr (Ga mm ) 
et supposons que par le symbole p| on exprime généralement l’opération 
de æ sur tout ce qui suit. Si w désigne une fonction semblable des 
deux systèmes d'éléments, on aura 


Soit avec Sylvester (*) m/f ( DAT Ces 


. L + L Le 
OU] où vf = ço pi + (of wi 
d M 
où l’on sous-entend que les éléments "pee n’opèrent que sur les élé- 
ments @, D, C, .…. dans ce qui suit. Cette équation [1] est évidente; la 


première partie du second membre est indépendante de l’action de 
sur w; la seconde partie, au contraire, en dépend. 
Nous poserons aussi 


A 


ee RE RE RER LE Ne 
(EE GG DHSDMPIEEPIARPIEEDSE 
+ \n—1 
et généralement (oi je Ph De 
Il s'ensuit que 
qi où = (pe + ete qui où qi — (p$ + 3piq: + qui (4) 
ne l : 
et généralement on trouvera que ( quil ) == TT(7) X coefficient de t'dans 
le développement de la fonction e , où 


Al 
123 AIRE 


de sorte qu'on pourrait représenter tous les cas par la formule 


< 


12 
T=op,t+o, 1.2 + Ps 


Le 
nr tp! 4 At 
ei? = (en ou bien ei 0 en) (st) 


Cette formule remarquable dont les premiers germes sont dus à M. 


Cayley pourra nous servir à démontrer directement le théorème N. 76. 


(*) Philosophicat Magazine, 1866. 
(+) En effet on aurait st ol ot = qui (qi it )— où (2 + qe)t 
= que t + foto) = p5+ 2m * où + (oi qu)t 
= pt 2m + loto + to (or ++), 


et 
(**) En convenant de changer dans le second membre les exposants en indices. 
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Si on pose, en effet, 
d ? d d 
 — ) Ge 
DRE CR Pare, 


td —] 
la formule deviendra e —60 te 


Or, en se rapportant au N° 76,ona no nouveau invariant l’expression 


Dh—= face —1)a,, a+(e l'arabe De) Jan Je 
et, par la série de Maclaurin, 

SN RACE , dp[ , eb—1 | An 
Fall l'a = Le | on SEE ne 7 (e Dan | 


ee I d dœp dp 
x 1) La ee au TeeFamndn | 


LL ie 


_ : t 1 A 
2: (€ —]l)r ® —e 


Maïs on vient de voir que généralement 


EÙ 
e® LL —1l)œ. 


Donc le développement de ® pourra se Nr par 
Ed 
e p=p+ œ.p+ 7 btp +. De 0 p+... 


Partant si la fonction sur a à opère est un invariant tous les coef- 
ficients de e doivent s’annuler car dans cette hypothèse dp—0. C. Q.F. D. 


Note relative à la page 186. 


À l’aide de la propriété que C, est un peninvariant nous demontrerons, 
en suivant uno idée de M. Cayley, que la somme des coefficients numériques 
dans chaque fonction C;, C;, C2 .… Cm est nulle. Observons d’abord qu’en 
vertu du théorème N. 74, puisque la fonction C, est isobarique et 


satisfait à l'opération à — 0, la somme de ces coefficients numériques est 


Ont 


nulle dans C;. Ainsi eu supposant Ce ait CO AG a lc 
An—1 : 
l'opération à donnera X A (ar + 2e; . + n En = +) ; et si l’on 


suppose que a; se change en Ài a;, en Dont T égal poids € + 2e + 
+. + fen de chaque terme, on devra avoir en vertu de l'équation d —0, 
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> AT —0, ou Z>A—0. En second lieu observons que les fonctions 


C,, C>, etc. se déduisent (V. N. 110) de C, par les opérations à effectuées 
successivement sur Co, Ci, ete., opérations par lesquelles C,, par exemple, 
deviendra 


a 


n An—1 An—2 
22 LA ON = œ + 2En—2 
\ 


9 VA 
Ben —— +... + 1) € 
A) 


On— Cn—2 An—3 


Mais si nous transformons encore a; en À cette somme deviendra 
À Z A (en—1 + 2en—2 + .… + #E). 


Or, en observant que la quantité entre parenthèse est — 
(mn — 1) en + (0 — 70 —Ï) en1 + (2 — 2 —2) en-2 +. +7 —0€ 


ou bien, puisque la fonction est homogène, de degré 7 par hypothèse, 
— pr — [en + (2 — 1) En—1 + (2 —2)en-2 +... a] 27 —7T, il s’ensuit 
que cette somme deviendra A(#r—m)Z>A et s’annullera avec PNA 
comme avant. - 


Note relative à la page 235. 


La formule C{r,2,r) = (( ar )) a après ce que nous avons 


D) 
montré au N. 96, nous apprend rien or Mais on peut toutefois 
remarquer abondamment que par les dénominateurs 1—, 1—z?, iln’y 
a que deux covariants : la forme et l’invariant quadratique, qu’on peut 
considérer comme un covariant d’ordre 0 et le degré 2 


& 


Note relative à la page 237. 


ë La Fe muse du nombre des covariants indépendants appartenant 
une même forme, à partir du 5° decré ré i 
Re : l rt gré, présente beaucoup de diffi- 
: ; veut s'abstenir d’avoir recours à l’analyse symbolique 
ont : Clebsch et Gordan ont fait un si brillant emploi. M. Cayley 
Hs y ne en considérant les sources des covariants. Si l’on trouve 
es sources é it-i $ i 
de : “ épendantes, se dit-il, on déterminera par cela même 
: à EL de covariants indépendants. Voici à ce sujet un extrait d’une 
L : , 
ettre qu’il m’a fait l'honneur de m'écrire 


x TER F k Ë : à 
u lieu des covariants je considère les seminvariants (les coefficients 
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des plus hautes puissances de x dans les covariants mêmes): en écri- 
vant, pour abréger, 


ü— €, A=& 4" —Gabcd + 4ac + 44 — 356, 
— ac — b?, I —ae— 44 + 3e, 
d — ad — 3abc + 2°, J —ace— ad? — De + 2hcd — 6°, 
E — ae — 40°ba + Gab°?c — 30". 


Le système complet des seminvariants de la cubique serait a, Ÿ, à, À, 
pour la cubique; «,Y, à, [, J pour la quartique. Il s’agit de déduire ces 
systèmes complets des seminvariants donnés à, Y, d; à, Y, à, €. 

En considérant d'abord la cubique; partant des équations 4. 
y=ac—b, d—ad—3abc +2B@; en y écrivant g—0, on obtient 
y——#Ùû, d—?2h@: éliminez Ÿ, onobtient + 4y5—0: substituez 
pour Y,ù, les valeurs complètes ac—#@?, a4—3abc+2b, on a 

D + 4p — a? (44? — Gabcd + 4ac® + 4b°4 — 300?) = a À ; 
de là le nouveau seminvariant A. 

Partant de a,Y,d, À, écrivez @—0; cela donne y——#?, à —9ps, 
A—4A@d—3hc; en essayant d'éliminer (ÿ,c,d), on n’obtient pas de 
résultat nouveau: donc on a (a, ÿ, d, À) pour système complet des sem- 
invariants de la fonction cubique. 

Considérons à présent la quartique; partant des équations a—@, 
y—acb?, d— ad — 3abc +2, e — ae — Aa°ba + Gab?c — 3b*; écrivez 
a—0; cela donne f——#?, b—92h, e——3}". On a comme au- 
paravant d?L4yÿ—0, ce qui donne A; d’ailleurs on a encore 
e+3y—0, ou, en substituant pour e,y les valeurs complètes, 


e+3p = a(ae — Abd + 36?) = a I 
ce qui donne I. 
Partant dec, Y,0,e, À,1, “en écrivant mg—0; on a" y——#?; 
RP, e——3h, A—Abd—3bc?, 1——4bd+3c. En éliminant 
b,c,d, onobtient A—yÿl—0; donc,en substituant pour A,y,Ï les 
valeurs complètes, 


A—yl=a(ace — cd? — be + 2bcad — c°) — a], 
ce qui donne J. L'équation e—?1—3y? fait voir qu'on doit rejeter 
€; l'équation A—#ÿl+aJ fait voir que l’on doit aussi rejeter A. On 
a donc les seminvariants @, y, d,1,J. EÉcrivons @æ—0o, cela donne 
v——07, D—92p, I——A4p+3c, J——pPe+Rbcd — cs. 
En cherchant à éliminer D,c,d,e, on n’a que le résultat ci-devant 
“trouvé d?+4ÿ5—0, ce qui donne À, et n’est pas ainsi un seminva- 


riant indépendant. Done on a a, y,d,1,J pour le système complet des 
seminvariants de la fonction quintique ». 
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Note relative à la page 238. 


COVARIANTS DE LA QUINTIQUE. 


D'après Gordan, les invariants et covariants fondamentaux de la quin- 
tique sont au nombre de 22, que nous représenterons ainsi: 


In IË Li Ls 
Cire Ci r5 Cr al Ci, 1e 
Cs,33 Css Csss 
Cos2s Cr Cas 
CAC, 6 C;,3: Cs,7 
Cos23 Césa C;,5; Coss 


Orona C;,23— Invariant quad. E tas) Lee 


C3,s— Invariant cub. CAT 


C5,2— Hessien de la forme; C:,6— Hessien de C;,3, 
Cine opérant comme intermutant sur C;, » . 
CM C0) 
c _ 22 CS | Lne Pate 
RUE Don) | st 
C y (a) (a 
393 Gus Ce C se 
! ! 
C (x) C (y) ! r 
1955 5 J #} 
Ê Er « C; 53 — F Ve 
C (y (x) !' 
22 Le: ec ce 
c'®) c'(#) nt ! 
Ca = . “, (0) 7 (a) T (y) 
(x) I(x) ? SOU u C 
C 
à C ér C » C 
Cs,3 (CEE c'{?) c') 
Cr — ; tee 292 252 
C6, 2 C4 »2 C (œ) (£. y) 
454 494 
Co DS 7) 7 . 
(x) {y) 
ê 62 C 62 
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Quant aux invariants, on les trouve aisément en observant que 
M=minv quad den C7. 
inv quadede, Ci, 
La:— Discriminant de C,,3, 
Is — Inv. cubique de C;,5. 


Note relative à la page 279. 


On appelle invariant absolu toute fonction des coefficients de la forme 
qui demeure la même par une substitution linéaire quelconque. La 


122 
fonction rationelle _. {où pyg—7s) est évidemment de ce nombre. 


À 
Une fonction de termes semblables aussi. 


Note relative à la page 533. 


Soient les deux systèmes de variables 

( z—p X+qY+r2, 
Y=DX+gY+7r2, 
2=D'X+g'Y + "2, 


1] < 
| 
\ 
(Xp +ry + pe, 


@ Y'= ga +qy+ qe, 
L'= vx +ry +r'z. 

On voit que les coefficients du 2° système sont ceux du premier, sauf 
l’ordre suivant lequel ils sont écrits; ils se correspondent dans le sens 
respectivement horizontal et vertical, Dans ce cas on dit que les variables 
æ', y! 2! sont transformées par une substitution inverse (*), et les deux 
systèmes s'appellent contragrédients. Nous avons un exemple de système 


à d 
contragrédient dans le système des dérivées 1x? etc., par rapport au 
système (1); car on a évidemment 


d RE 
ax  ? ar APT à dz ? 


[3] CRE LR EL HA 
TE PUS re 
7 4 d 


(*) Les allemands l’appellent transponirte. 
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d a , ; b 
Ainsi les symboles nn le seront transformés par une subs- 
TD Ty TT pe 
titution inverse, toutes les fois qu’on transformera linéairement les 


variables 4, 7, 2. | 
Observons maintenant que; si l’on résout les équations [2] par rapport 


à +#,y,2, on en déduit 
Ag'=P X'+QY'+R OZ, 
Ay'=P'X +Q'Y +R Be, 
Az! — Pin + (RYAN EU — 1 AU7Al : 
A, P, Q, R, etc. étant le déterminant et les déterminants mineurs de 


la substitution [1] correspondants à Y, g, r, etc. 
Dans le cas particulier de deux variables on a 


XX — Dee Y ; X'= px +9y!, Az'— g'X'—p'Y, 
| Lt 7? d'où [7 \ RER 
A=PE+IY, Y'=qa'+ qu, | ay =—gx'-pY". 


Remarquons que le premier système pourrait être mis sous la forme 
VENAIS ENS 
—2—=—q(%)+p(—X, 


c'est à dire que le système [y,—, Y,—X] forme un système con- 
tragrédient à %, y, X, Y. 

Cela posé, nous appellerons contrevariant une fonction f (&o, &i,.…, 
An, &, Y) qui satisfait à l’équation 


[9] J (Ao, A: st) An , X,Y)='pq' —p'q\" PAUTE UM CRCEE ln C) g'X—D'Y,pYŸ—qX), 


où A9, A1,.…., An désignent les nouveaux coefficients qui résultent de « 
la forme lorsqu'on y fait une substitution contragrédiente 


[8] 


Ho] D—JX—DY, y=—qX+pY. 


Si dans la forme donnée f supposée fonction de %',7y', on faisait 
la substitution [7], on voit que par l'homogénéité de la forme, le résultat, 
à part l'emploi indifférent des variables, serait le même que celui que 
fournit la substitution [10]. 

Mais, si l’on remplace X, Y par Y, —X, on aura 


JUAo; Ass An, Y,—X)=(pg — pq F(as, Gi, An, Y, —&), 


ce qui demontre qu’on peut obtenir les contrevariants en changeant +, y 
en 7, —& dans les covariants, | 


Ainsi, puisque tout évectant 
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est un covariant, en faisant le changement ci-dessus, on aura un contre- 
variant dans l’expression 


[ n al n—1 ax n—2 à ax p 
( F7 Von UT re +...) ; 


L'idée de la réduction des contrevariants aux covariants est due, selon 
Sylvester, à M. Hermite (*). 

En général un contrevariant serait une fonction @ qui, par la substi- 
tution inverse, satisferait à l'équation 


p(X', Y,2) =A" g(x',y'2); 


et il est évident que l'invariant d’un contrevariant est un invariant de 
la forme primitive. 

M. Aronhold a aussi introduit l'étude de fonctions qu’il appelle Zri- 
schenformen (**), et que nous pourrions désigner avec d’autres auteurs 
par covariants mixtes. Ces fonctions, en employant en même temps les 
deux substitutions [1] et [2] satisferaient à l’équation 


MERE ZX, Ÿ, 2 Au. yLe, 2, 2): 


(*} Observations on à new theory of multiplicity, by Sylvester. — Philosophical Maga- 
zine, 1852. . 
(**) AroNxozD — Theorie der homogenen Functionen dritten Grades, Jowrnal de Crelle-55. 


HD RASE 


Au lieu de Lisez 
Page ligne ; 
L ee 
' ee El @o | ; 
A Si 
2, $ Sp aÿ , SP Sp yP 
5 10 PSS 0 M 519 + 2 3 ie p 
19 22 ap ie God 
20 3 3 204 2 PE) C2 
dp 
ÉD de PE 0: On PP 0, 
dp do k 
25 3 a;_1 + Gp Ga 
dp do 
C1] À lp da An_2 dap 
dp _,_dp dy ap 
ON Er PAT ETS 
: dp 
33 14 Lo Ma 5 M 
35 19 [40] [41] 
3 20 dy | dy 
da dün 
36 1 donc y donc w, comme on verra au N.32, 
42 2 Us u' 
mil) (—1)t 
67 15 {4] [44] 
68 4 [6] [5] 
# = = ar? 
#» 11 est la 


est 4 fois la 


Page ligne 


94 


21 
13 
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mp Dy y— y Dy p 
mn p D» y — y Dr œ 
Am—1 

Am 


n—i 


ln 


CA 
MAUTT 


+ (n—2) 

TT (a) 

poser 

G—— ., Y—= 
6° 

4pa 

[391 ! 


Jordan 


At 


4 4 
Vo +iVa 
(26) 

(Li La — 1) 
18,4; 27,16 


m (p Dy y —wy D, p) 
m (® Dr y— y Dr œp) 
An—1 

An 


n—1 
ñ 


7, 
ha, 

+ (2—1) 

&27—2TT (a) 

poser AP; = pi et 

D VE 

ge 

pa 

[39] 21 


Gordan 


a 


AE 


[26] N. 64 
(L I ne. E2) 
18.4; 27.16 


Ca +055) ra 


| ? : +9 mm) FU d 


dp ap 

IX " (X) +3 NX) 
PD'— pp' 

[13] 


est homogène de 


Page ligne 


209 11 +...) +...) +. 
DA PAE ES) HT 
p > 4p 
dE CHA EX dt 
dp 
» Gi 2 a . > s da 
219 23 Ai — Aj Ai; — À; 
223 14 invariant covariant 
235 2 +z+*? … l+a + 
CRM ETES 1—%4 
» 5 (ar) — (Cæry 
2EQ 1 iv" $S VI 
257 16 deduti déduit 
n—1 n—1 
288 8 D 
1 0 
n—1 n—1 
21 17 D D 
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ERRATA À LA PRÉFACE 


Au lieu de Lisez 
VII 9 verschieden verschiedenen 
10 werde würde 
»* 11 wiedersprechen widersprechen 
XI 11 Fundamentalsatzes Fundamentalsatz 
» 13 der die 
XII 10 Friedler Fiedler 


»* 14 binären former binärer formen 


TABLES 


DES INVARIANTS ET COVARIANTS. 


TABLE IV 


TABLE DES INVARIANTS (*):' 


Forme du second degré. 
ax? + 2 bay + cy? . 
| T=—=06— 0m, 
en fonction des racines 
= ape 
Forme du troisième degré. 
as + 3bax°y + 3cxy° + dy* . 
I = ad? —3 0e LA A4ac 
Si la forme était 


ab y+coy dy" I — 18 abcd—4 ac° 
en fonction des racines 


Gabca = (ad—bc) —4(ac—t?) (bd—c?). 
—4.b#a--b?c—27 a?d° 


I— a, (a — 8)? (a — x} (B— 7} . 
Forme du quatrième degré. 
ax" + 4baÿy + 6 cry? + Adæyÿ + ey*. 


EL = ae — 404 +3, 


abc 

1, = ace + 2bcd — ad — be — S—|bcd 

I cae 
Discriminant — I, — 271,5 


(*) Le symbole 1» désigne l’invariant de degré p de la forme dont il s’agit. 
(°*) Si Von pose A—(8—v) (a—8), B—(y—a)(8—d), C—(u—8) (7—b) 
il viendra 


gs &=4*(B—C)+ B(C—A)+ C?(A—B) —(A—B) (A—C)(B—C). 


TABLE IV 


Forme du cinquième degré. 


ax + 5ba"y + 10 cg? + 10 dxty$ + Sexy? + fyS. 


en posant 


1,= — af? + 10 abef — 4acdf — 16 ace? + 12ad?e — 16» 4af 
— 98°e? + 120c?f + 76bcede — 48VA — 48 ce + 32 cd? . 


aÿcaf* 

| — 1 aÿce?f? 
ad’ef? 
5 adef 
— 2 aÿe 
a°l°?af* 
a°be°f? 
— 3 a?bc?f* 
+ 11 a*bcdef? 


! — 5 a’bcesf 


| + add 
— 30 a°bd°?e?f 
—+ 15a°?bde! 
—+ 12 a°cief? 
—214°c4°f? 
— 34a*cde?f 


—+ 22a?c?e! 


48 
24 
0 
+ 18 


ac?d’ef 
a?ca?e 
adef 
a?d'e? 
+5 alÿcf* 
— 5 alÿdef? 
— 30 abcef 
— 34 abcd?f? 
+ 133 ab°cde?f 
— 54 albef* 
18 abdef 
+3 ab’d’e 
+78 abcdf? 
— 18 abce?f 
— 210abc°d?ef 
—+- 106 abc°de 
+ 96 abcd*f 


— 30 abcd*e* 
— 9 
— 17 
+ 93 
— 38 
— 42 
+ 8 
+ 6 
— ? 
+ 15 
+- 18 
— 54 
+ 27 b'ef 

— 48 bc’df? 
"3 be'etf 
— 1068cd°ef 
— 81 Lcde* 


abd°e 
Here 
ac“def 
ace 
don 
ac de? 
ac?d'e 
(2 Es 
b'cef? 
bid?f? 
b'de°f 


D'or 
de? 
cf? 
L'cdef 
L'c3es 
cf 


b?C:47e2u) 


L’cd'e 
b?a5 
bcef 
bc“ f 
bc'de? 
dc°d°e 
bed 
c'e 
c‘d?e 


c‘d 


I,=4(ae—4dd +3 c?) (bf—4ce+3d?) —(af—3ve+2cd} — AC—T7?, 


A—=2(bf — 4ce +3), B — af — 3be + 2cd, C —2{(ae — 4bd +3 c?). 


TABLE IV ? 


Si l'on pose 
a — bdf — be? + 2cde — cf — 


3b — adf — ae? — bef + bde + ce — cu? 
3e — acf — ade — d?f + bd? + bee — cd 
d — ace — ad? — b’e + 2bcd — c*, 


a 


1,— À (bd—c?) + B(bc—ad) + C(ac—bh?). 


Le discriminant de la forme quintique est — 


1 af + 5760 a*cd?eÿ |+ 6400 ac*eÿ 

— 20 af‘bef$ |+ 3456 adf |+5120 acdf | 
— 120 aÿcaf® |— 2160 a?d‘e? |— 3200 ac°d?e? | 
pe 160 4°ce?f% |— 640 N Abc 256" 0°f° 
+360 afd'ef? 4320 abdef? —1920 vice? | 
| — 640 aÿdef |— 180 abÿe’f |— 2560 b‘d?f? 
|4-256 ae  |-4080 al?ctef?)-+ 7200 V'ae?f 
| 160 ab'as | 4480 abtoatf?|— 3375 'et 

— 10 a’b'e?f? |— 14920 ab?cde?fl—- 5760 Lc?af? 

| + 360 a?bc?f5 | 7200 ace! |— 600- bc'e?f 
— 1640 avcdef? + 960  aë°d'ef |— 16000 Ecd?ef 
[+320 wbceïf |— 600  ap?d'et 4 9000 W*cae’ 
l— 1440 abd%f? |— 10080 abctaf? |+ 61400 wa | 
+ 4080 a?bd?e?f | 960  avce?f |— 4000 Le? | 
— 1920 abdet | 28480 abc°d’ef— 2160 L?c'? | 
— 1440 a?cfef? |— 16000 abc?des 7200 Dcdef 
En 2640 af? | — 11520 abcdif |— 4000 D’ctet 

| —- 480 a?c?de?f | 7200 abcd’e? |— 3200 Pouf 
— 2560 ace | 3456 acf? | 2000 v2c?d*e? 
— 10080 &°cdef|— 11520 actdef 


TABLE IV 


L'Invariant [,, est — 


| 
| 
| 


| 

| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Er 
7 
ee 
+ 16 ab? | 
| — 14 ab°def 


—] 
+2 


ac af" 
a‘c'de°f* 
de mes 
+ 6 afcdef* 
— 16 aïcd’e°f? 
+ l4aïcdef 
— 4 ace 
=: aidSf* 

+ 11 aidie?f? 
— 10 aief 
+ 3 

+2 


a‘d?es 
a“b°caf* 


asbèceif? 
def 


L 4 be 
+6 abcdf 
— 6 abcsefs 
— 50 abc def? 
+ 82 abc?def? 
— 32 afbc'e5f 
+ 36 aSbcdif* 
— 30 abcd'e?f? 
— 30 abcdef 
+ 24 afbcdef 

— 98 abdsef? 
+ 50 abdief 


ab°cdef? | 


| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 
| 


| —4 


| — 16 


= 


| +16 


—22 «bd ec 
mc)" 
ac‘def* 
a c‘esf? 
CATLET 
aSc°d2e?f? 
acdef 
ace 
ac°d'ef? 
d'caeof 
ac d’ei 
a°caf? 
chef 
aÿcdiei 
ad'ef 
adie’ 
ab f" 
abide2f 
a°bieif* 
b°caf* 
+16 a’b5c'e?fs 
+82 ab#cdefs 
— 132 ab°caf? 
+50 abicef 
— 16 a’b'difs 
— 14 abBef? 
+60 ab def 
— 30 ab°de 
+11 a’btcifi 


+ 36 


— 50 


1 LO 


— 1 
— 16 


— 30 a*bcdef* 
— 14 ab'ef? 
— 00 ab? 
+ 168 a?b°c de? f? 
—48 abcdeif 
— 4 
— 48 
— 2 
+ 6 
+ 62 
— 90 
+ 39 


— 28 


ab?c°e° 
ab?cd'ef? 
abcŒef 
a*b°ca?e5 
UbaSe 
ab Def 
ab?diet 
abcefs 
+54 abc? 
—48 a’bc'4ef? 
+ 112 a’bcieif 
++ 82 a’bcdef? 
— 170 «bc ef 
— 104 a*bc°des 
— 108 a*bcd;f? 
— 42 dbced'ef 
+ 298 abc de 
+ 242 a“bcd'ef 

| — 294 a*bcd°c 
—72 af 
+78 dbd'e? 
—6 acid? 

+ 62 a*cie?f? 
— 108 a°cdef? 


— 164 a°cdef 
—?24 ace 
+63 ac'dif? 
+ 394 ac ef 
+ 194 a°cid'et 
— 324 «Def 
— 440 a°c'die? 
NS NUeT ON 
+ 498 a*c°die? 
— 180 a?cde 
+27 ad | 
+14 ab5cäfs 
— 14 abce fs 
— 32 abd'efs 
+50 abÿdesf? 
MTS 7e 
—1]0 abtcfi 

— 30 alkc def 
+ 60 ab'cef? 
— 48 abicdef? 
+16 abicafs 
+28 abicdeif | 
—36 ab'cei 
+ 112 abidief? 
— 204 able f 
+ 102 abid cf 
+50 abciefs | 
| 46 absc#d?f || 
— 9 abcdef? 


TABLE IY 4 


+ 1078 abc'd'ef 


+102 85c'eif 


(Suite) T,, — 
, Le 

— 204 abeeif | +206 abcdes +308 bcd'ef | +78 bc'ef? 
— 170 ab3cef*| — 342 abc°dif | —234 b‘cde + 428 P?cid2f? 
+308 abècde | —804abcide | —24 bsaf? — 516 b°c'def 
+42 abc def] +506 abc?d'e —4 def | +4 be 
164 abed5f? | —90 abcd +32 bei |—8046Pef 
+674 abècdief | —T2 acef? +56 b‘cidfs | + 550 bc 
— 590 abicdet | +78 ac'æf*? +39 Gicief? | +392 82c4f 
— 128 abdief | +?Aacdef | +298 bicd'ef” | + 139 b?cid'e? 
+138 abde +16 ac'ei — 590 bicidef | — 354 ce 
—70 abcÿdfs | — 3 acdef | +32 bices +83 12c°d8 
—90 abcef? | —220 acd’es +194 bicdif? | — 180 64 f? 
—42 ab°cidef?| +106 acdf — 652 bic Bef| +48 bcef 
+ 674 abcdef | + 392 acÿd'e? +718 bicdes | +506 bcTdef 
—4 abc — 222 ac'dfe +136 bicdef | — 56 bcides 
+ 394 ab°cdif? | +40 ac — 246 b'cdies | —222 bcidif 
— 652 abcd?et | —4 Diafi +16 bd‘ — 354 6cd3e? 
— "714 aPBef| +4  berfs +4 bide + 330 65e 
— 498 ab°cd$ef | +3 bSc?fi 14 Bees — "72 bciq! 
4 1246 ab*cdies | +24 bécdefs — 294 bécidef? | +27 cup? 
+224 abedf — 30 bicef? +138 03c5esf | — 90 cdef 
— 016 abedfe | +16 0647 — 440 DSCiBF? | —4 (65 
+48 ab*de —4 bide?f? + 1246 Bcilef| +40 caf 
+18 abcf? — 36 ddeif — 246 Pcide! +83 cie? 
+242 abcidef? | +27 b6e +206 bcd'ef | —72 c'ate 
— 128 abctef — 104 ce? | — 866 bee | L16 cd 
— 324 abciasf? | —22 bcefs — 220 cf 
— 498 abc def | — 60 cd | +550 b3c2de? 
+ 136 abc'det +6 65c'def? | —56 Bscd'e 


TABLE IV ° 
L'’Invariant ,— 

1 af — 420 a‘bcdeTf? | — 210 a’cd’e! +  30a def? 
— 5 ad'efs + 130 a‘b'cef —  Sl aïdfs — 870 afbdief 
+ 10 a’d'e'f! [— 5 añbdifs + 270 a“de?f? + 615 aide 
— 10 adeÿfs | + 195 afbde2ft | — 225 adseif — A5 dbcifs 
+ 5 a’desf? | — 315 a‘b’d'eifs + 45 aÿd'ef — 310 a‘bctdef” 
_ Laew + 40 abdesft |— 10 aibicf7 + 685 aibciesf" 
— 15 afbcdiff | + 165 a°pde + 90 a'bic'defs | + 120 abcd;f? 
+ 60 afbcd'e fs | — T5 abde —, 60 g'bintefs. - | LME pc ea TE 
— 90 a‘bcd’eif* — 10 abceft — 120 afbicdifs — 2210 a‘bc'de{f* 
+ 60 a'bcde f* — 60 a’ bc'd?f5 + 90 aibicd'e2fs | — 960 gtbcseñf? 
— 15 a'bceïf? + 210 a‘bcide?fs | + 110 «‘b'dief* — 11700 atbcidses f* 
+ 10 ad’ef — 110 ahcieifs — 50 atbiesft + 15439 atc'd'e°f? 
— 35 afbdief* + 60 aÿbcdesfi | — 240 aib'd'eÿfs | — 2760 aibcide f 
+ 40 a'obBe fs —. 360 abcde fs | + 280 a‘bide1f? 999 a‘bc*e? 
O0 ee + 240 aÿbcetf? — 90 a'bief — 780 aïbcd\f* 
— 10 afédef + 30 aocd fs + 35 dibc'ef + 14040 aibcd'ef* 
+ 9 aïbelt — 210 abcd'eff | — 30 abc#d'f9 | — 10625 a‘bc*d#ef? 
—  laïñcf! — 180 abc d'eif5 | — 120 abc def | — 3220 a!bc def 
+ 15 afcde‘fÿ + 1140 a'bcef? | + 50 aBceif* — 570 a'bc°d’e 
— 10 afctesfs — 870 abcaesf — 60 a‘b'cdefs | — 5840 a‘bc*d'ef* 
— 90 aïcde?fs + 130 aÿbc?e10 | + 360 afbcdefs | — 540 a‘bc°deif? 
+ 120 aïcdeif* + 310 abcd'efi — 210 a‘beef? | + 5550 abc def 
— 40 aff — 240 bcPef | + 270 abcdfs + 1285 abc°d'e1 
2% go aÿcdeif* — 390 abcd'esf? | + 5% atb'cd'e fi | + 990 a‘bcdÿf* 
+ 90 atcPef + 280 a‘bcd'e'f | — 1700 at cd'eïf? | + 3150 abcd*ef? 
— 180 ac æefs | + 30 abcd’e | + 480 a‘lcd'ef? | — 3600 a“bcad'etf 
120 acide f? — 180 aba;fi | + 670 afb'cdef | — 615 a‘bcd'e? 
— 20 afc’ef | + 300 a‘bd'e?fs | — 315 a‘bce0 — 945 aibdef? 
19 afedsf® | — 120 a‘bdieif? | — 685 a“bd'ef! + 900 v2de°f 
—110 aScd’e? fi | + 30 a'bdñerf | + 540 a“b°dsef3 | + 45 a‘bd'e 
+ 265 aîcd'eifs | — 30 a‘bdies | + 1515 aibdief? | + 180 a'c'ef” : 
— 200 a‘cdef? + 19 ac'afs | — 2080 a‘ Betf — 60 a‘c'd°f” 
+ 69 afca ef + 5 aÿcie:fs | + 705 a#b°d'e° — 1420 ac'de?fs 
— 10 a‘cde |— 30acdefs | + 110 aibesafs | + 2% aiclesfs 
+ 45 a“de7f# — 2170 aScSdeÿf# | — 195 ace fs | + 780 ac'def: 
— 100 afde | + ° 196 aef* + 210 ab'cid'ef> | + 5760 a‘c'def* 
+ 81 hé? | + 22 doideft | — 57 ab’cidesff | — 2945 ac'def” 
— 30 «aîl'e + 615 aÿc“d?ef® + 660 a“D’cies fs + 1390 afc'ef 
+ 5 ai | — 660 afcideif? | — 225 aibodifs | — 7020 ac‘de f” 
+ 10 «dif | + 45 acief | + 1850 ab’cd'eifs | — 180 acd'eif? 
— 40 apde?fs | — 120 afcdeft | — 1440 ab’cdeif? | — 127 acide f 
00 apSdeifi | — 9220 ace fs | — To ai ces f — 1110 a'c°des | 
— 40 aÿpsdesfs — 980 ace f? | — 1965 aibcd'eff | + 3120 a“c'd'ef* 
+ 10 apesr? | SNA ascLef | 6000 a'Pc°d'efs + 3900 aic'desf? 
+ 5 aboigt — 260 aïcde® | — 7050 abc def? | + 1240 acide f 
— 60 a Pc*def 60 aÿc?d1fi | + 3000 abc d'ef | + 3155 afcid'er 
+ 40 aboefs | — 500 adrp | + 265 abedd |— 55 avan, 
+ 90 ac df + 223% aScdeif? | + 1420 a‘b’cd7f* — 2920 aic°d'e?f* 
— 90 abcdeift | — 199 aïcdieif | — 3810 atb’cd'e?fs | — 940 a‘c'dfef 
+ 30 ab?2c266f5 | + 370 aÿc* de + 2310 a‘bcd°e'f? | — 4300 a'c'de" 

— 210 aÿb’cd'efs + 360 ocdefs | + 1795 aib’cdteif | + 67% a‘c’def? 
+ 120 abc@efi | — 1320 a’cd'f* — 1800 a“b°cd'es + 510 ac'd'eif 
+ 360 aÿbcae fs | + 1110 ace + 9240 aib’d'ef? | + 2940 atc?d7e 


| = : ee qe mr tt 


TABLE IV 


135 aïcde?f 

990 a‘cd?e 

139 a'dues 
10 xsp°c° 77 
60 a*WScdef 
40 abices fs 
40 a b'æf" 


30 a‘bfd’e°f° 
40 a‘b'cef® 
180 a'D°c de. 
360 a Wc°de’f* 
240 a°b°c°e!f 

360 a°Dcd'efs 


196 0"D°4°7s 
660 a°b'd'e2f" 
1840 abdef* 
1040 ab def? 
180 ab def 
216 ab5e1 
269 a*b'cia fs 
315 ab'c'ef* 
180 ab‘c*d’ef° 
1700 a*b'cÿde"f" 
1840 a°b'c°e f* 
615 a*b'c°d'f 
1350 abc d°e?f" 
1560 abc desf? 
135 asic?e"f 
2210 4%bcdsef* 
4100 a*b'cd'e fs 
6000 a°b'cd'evf? 
4880 a‘bicd'ef 
990 a°b'cdes 
25 a‘b'd’f" 
3710 a°0'd‘e?f3 
10755 a°b'dSeif? 
9875 a°b'd'ef 
2845 a°b'd°e8 
100 abñeñfs 
240 acdefs 
540 a‘bosesT* 
220 «Wed f® 
6000 a°D'cid*e*f" 
4100 AA 


PR EE EE 


1340 a°Dcie8f 2 
+ 11700 Ped'ef 
— 15240 ab3c#d?es f? 
+ 6960 acer f 
— ]620 ahce 

— 5760 asc? aÿft 
= 16120 abc def 
+ 26700 ac d'eif? 


360 a‘ed'eft | 


9240 a°b°c°d'e°f 
1640 a*3c°d'e? 
6560 a°b°cd'ef* 


3420 a°b de? f? 
8100 ae f 
3880 a bd e° 
300 a’Pc'ef” 
500 a°o c°d°f” 
3810 a’b?cide?fs 
3710 usP°cSei fs 
— 14040 ab'cdef* 


— 540 abcde f? 
+ 600 4°ce7 
| + 7020 acid" 
— 1950 a*h?c'deif? 
— 17670 aD?cid'eif 
| + 4170 «°%?c'des 
480 a°h?c°die f® 
— 31040 ape? 
+ 45180 PC 
— 3160 «'b°cde 
140 a°D°c°df> 


— 12180 ab cdieif 
| — 13430 a*d°c?d5et 
— 7200 ab’ede f? 
120 acdef 
9960 a°?'edTer 
1890 a“b°auf? 
540 ab'atef 
1710 ab?" 
360 a°5cSaf” 
240 «‘bcse*f* 
0840 4°bcTd'ef" 
6560 abc’ de fs 
8460 a’bcTesf? 
3120 aÿbcid'f" 
480 abcide fs 
25880 a‘bcdetf? 
1820 a'bcîdesf 
3020 a‘bcies 
+ 49680 a2c def? 
| + 19520 abc ef 
+ 19500 abc de 
120 abc af 
— 32280 a“bc'd'ef? 
— 46880 a°bc'def 
— 30040 abc'd'et 


HUE CAP mieu ON a met 


+ 16120 chefs | 


+ 18000 a°%?c?d'e? f? | 


+ 12860 abc d*ef” 
+ 32000 e°8c*aTe“f 
| 46160 a°bc*d5e? 
19900000 472 
| — 8820 a‘bc°de?f 
— 34620 a°Dc? die“ 
+ 080 a‘bcdMef 
| + 12060 a°bcd!tes 

| — 1620 abd!°e? 

| 91 asp 
990 aSc?def* 


+ 980 a‘c'eif® 
+ 519 ac" 
| + 140 acsd'efs 


— 195 a*cide“f? 
— 9970 d°cSeif 
| + 120 a*c'd'ef* 
| — 800 aÿc'def? 
| + 22600 ace f 
| + 7240 acTde? 
| — 1260 a*c'de*f? 
| — 49330 a'ced'eif 
— 34340 a°c'd°e° 
+ 480 a‘cÿdetf? 
48360 a°c°d'éf 
| + 72828 a°c°d'e> 
105 a°c'df? 
— 30269 a*c'def 
| — 92290 ac'dTei 
| + 9540 a*cdief 
+ 69220 ace 
|— 1215 «caf 
— 30510 a*c?dlie? 
7290 a*cdÿe 
729 YATAS 
D G°0°CT 
15 a’hdef 
10 ae fs 
10 abrcŸef" 
120 aW'ed?fs 
420 «bed f5 
280 a’Dce'f* 
240 a*ÿ'd'efs 
210 a°bd'esf* 
200 a”b'c°a f" 
40 a” bcse? fs 
1140 a*Dc?d*ef* 
480 a°D'c?def" 
1040 a?9'c?e5 f° 
660 a°%'cd'f* 
1440 a*Bicd*e? f" 
—1 1560 ace" fs 
+ 960 ae" 


HAT DIRE IHIHIA TI 


TD AS RE EE MO 


1340 a°bd'e ft 
2440 a°6d°e 7 
4320 ab ef 
1620 a°%6de 
81 a’bsc fs 
390 a°bc'def? 
1515 a’bôciesf*) 
980 a°D5cd fs 
7050 a*b5c°d’e?, 
6000 a°b°c°de'f 
2440 a?bceSf?* 
15435 a°b$c?d'e 
15240 a° Pc" del 
6480 a°b5c?del 
1215 a?bc°e? | 
2945 a°bcaf* | 
540 a°bscd'ef 
795 a*b5cd'e* 
4180 abc 
4185 a*b°cd’?e | 
8460 «°D5dTefs | 


| + 20390 a" die F2! 
| — 16194 a ef | 


+ 9765 abdie'. | 

120 ace f> | 
— 923% a°b'cd2f5! 
2310 CRUE 
+ 10755 a‘b'c'ef? | 
+ 10625 a°’b'c'd'ef! 
— 26700 CCE.) 


+ 79 a’bc'des 
| — 10070 a5'cie fe, 
| + 180 ac dfs 


+ 1950 a°b'cd'e?} 
+ 36510 a*b'c°d'et} 
+ 25880 40° def 
— 32310 a°b'c° de) 
— 12180 a*b'c°d'e] 


| — 9850 a22'c°d3e1 
eue 


195 a°b'cdf 
— 43800 a*b'cd'ef 
+ 72759 a°b'cdie 
— 18750 a’b'cde 


| + 141195 g’h‘def? 


— 23790 à b'def 
+ 8175 a°b'd'e 
+ 1320 4°204n 
2 30 a hc'ef* 
+ 540 acSd'ef 
— 7240 a? Pc$de 
— 20390 a°P8cSes f? 
— 3900 a’2cdif* 
+ 31040 a°%c5dée?) 


À 4 


unes ddl ne dé 


+ 
+ 
+ 

+ 


TABLE 1 V? 


32370 «?bc°d?e" 7 
38820 a’hcdef | 
9310 a°h°c'es 
49680 a°b‘cidef* 
91260 ace ’f | 
50550 abc d'ei 
800 a°b5c: 4 f3 
81840 a°P°c°r ef? 
360 aeeif | 
101450 aBc*d'e° 
8220 a*t#c*dSef? 
58080 a Be d'ef 
34300 a°#°e°?d8ei 
7990 a*b*cd"f? 
41640 a Bcæe°f 
4650 a?hcd8e* 
5980 a°b°d'tef 
1980 a 4°d10es 
10 apres 
8150 a°b°c'def* 
3420 a°b°cSef* 
2920 a°b°cd°f\ 
18000 a°?°cTd°e° Le 
43800 a°%°c1de"f? 
5030 a°B?c'ef 
32260 a°D°c°d'ef* 
81840 a°h°c6d°e f- 
85800 a°b°c°d'ef 
28710 a°?b°cdet 
1260 a°b°c°a f3 
+ 181980 a°b°c°d'eif 
+ 153480 a°h°cd'e’ 
= 26700 a’D’c'd'ef? | 
— 41360 «hcdef | 
— 306900 a #2cd5e> 
+ 14360 4°%°c°d 'f? 
— 16170 446: ef. 
+ 243000 a°hc°d et | 
2340 a°5° care f 
5e Ped'ei 
270 a°b°cd'° 
15120 acte 
810 & de 
945 «bee fs 
675 a bc°d-f* 
7200 a?bc%de2f? 
14115 a’bcef? | 
12860 a’bc#d'ef* | 
_ 8220 a*bcid'ef? 
150 a*bc#desf 
6155 a?bc'e’ 
En abc’ 
6700 PATATE 


PETER 


CA 


+ 
5 
+ 
+ 
+ 2 


+ 63960 a°beTdie f | 
6660 a°bcTd?e 
— 180600 g?bcid ef 
— 71610 a’besdies 
4799 a?bc°d'f? 
+ 141240 ahcSdie? di 
+ 219730 a?bcSd$e* 
— 45130 a’bcd'e®f 
— 240975 a’bc'd8es 
+ 9980 «'bcd"f 
2 128490 abc Ce? 
— 34195 a’bc°d ?e 
3645 CAUT 28 
1890 a°ctie’ fs 
2500 a°?c104° es 
7590 a?c'def? 
8256 a?c1e°f 
105 a°c°4if3 
4360 a°c°de? f? 
43605 ace f 
12310 a?caes 
dos a cSdef? 
77790 a cSd'èf 
59835 a°c°d'e: 
57060 a°c’d'e? 
— 114960 ace 
+ 19020 a°cfa ef 
+- 109660 a°côd'e 
2481 a’c5d0f 
56110 a2c°de? 
14895 & c‘d'te 
1620 a?c°a® 
] ab0f7 
10 ab%ce fs 
20 ab°a=fs 
130 ab°de?f5 
90 ab°e"f* 
65 ab8c” 4, KE 
165 ab*c?e’fs 
870 abScd’ef* 
670 ab'cde is 
180 ab° LE 
45 ab8df 
75 ab%d°e?f* 
135 ab8d'e"f 
80 ab7c'f$ 
280 ab'cde ia 
2080 ab7cse 
1320 ab’c°d'f5 


AR Ve 


4880 ab'c°def? 
4320 ab'c’eif? 
2760 ab'cd'ef* 


3000 ab'c°d°e°f" 


| 


RUE TEE DE PERRET EEE 


 . 


6960 ab'cde f? 
6480 ab'cd’e f? 
1390 ab'd f" 
600 ab'def? 
10070 ab d'e* te 
12600 ab'a! oëf 
4050 ab'd°e° 
30 abScÿef” 
1995 ab5c'4 di 
1795 ab6cde? 1 
9875 abic'e'f* 
3220 abc ef" 
5210 abc des fs 


4180 abc°desf*? 
12600 CET 
1275 ab°c' af" 
17670 abÿcd'e"fs 
36510 abc? dei Vie 
6055 abic?des 
1820 abicdÿef* 
28820 abScdsef? 
66690 abied'ef 
19800 aZ$cd°e' 
597 abd\f= 
5030 ab5a ef? 
4255 ab°die"f 
2179 ab°d5e 
1110 ab°cfa f° 
870 abcie*f* 
D9D0 abcd?e f 
24240 abc dei Ji 
16194 ab5ces de 
1240 abc‘d'f" 
45180 ab'c'd'e?f® 
-12180 ab'c'æef? 
66650 ab5c'deÿf 
8590 ab°c“e> 
17920 ab°c°dÿe f? 
91260 afscd'ef? | 
62100 ab°c°d’e" 
22600 ab caf? 
89800 ab5c"d'e?f? 
— 148890 bc def 
1850 ab°c°d'e 
150 alScd*ef” 
15440 ab°ca e°f 
10350 «b°ca e° 
8256 ab°d10f? 
12210 abde?f 
7050 abd'e" 
225 ab'cSf 
3600 ab'c'def* 
8100 ab'c'ef* 


EURE 


| — 181600 «b*c def 


940 ab'c°df" 
12180 ab'cid*e?f? 
72759 ab'c$de'f? 

4255 ab'cSesf 
46880 ab'c°d'ef* 

360 abc d'ef? 
+ 148890 «4 cf 
+ 38950 ab'c5de! 

+ 42330 ab’ CT 
— 181980 añ'c'de 1 
— 220125 ab'c'de 


LE 
je 
LE 
+ 


— 63960 ap'cïT'ef? | 


+ 181600 ab'c°a ef 
+ 159000 ab'c°dfer 
43605 ab'c°d'f? 
62025 ab'c?dèe?f 
92500 ab'c°d’e’ 
20610 ap" ca"ef 
41250 «hicd°e? 
5445 ab'af 
6525 ab'dhe? 
900 al°c°ef" 
510 abc‘ af" 
120 ab°cÿae"f* 
23790 absc*e f” 
32000 at*c'd'ef* 
58080 ab?c'd?e f? 
15440 abc def 
12500 4b°c'e1 
48360 ab*c°a;f* 
41360 abc d'ef? 


— 18400 ab3cid?et 
+ 180600 ab°cd'ef? 
+ 289800 ap°c5d'e” 
771790 ab°c'asf? 
— 87000 ab°cd'e f 
- 8318500 ctc'die’ 
+ 92200 abc def 
+ 179500 abc de 
— 17520 abc af 
69000 a°c?d1e? 
15300 abcd!°e 
1390 abat 

135 ab°ct4f" 

540 ab’c"e°f* 
8820 able 7? 
41640 aBc°def? 
12210 above rt, 
30269 ab°cSd'f" 
16170 ab°c%d°e Papa 
62025 ab°c8d?e"f 
44925 abcdeÿ 


a 


TABLE IV 8 


— 141240 abcTd'ef? 
+ 87000 ab°c'd'e*f? 
— 1200 PA NE 
57060 ab°cid 
36 5250 ab°c$de" 
— 46050 ab2c5d8e f 
+ 122800 abc des 
10595 ab°c'af 
88125 ab c'de2 
217300 ab°c°d'e 
3370 ab°c'd's 
1080 abctdef* 
9080 abclles f? 
9540 abc!" F3 
2340 abc142e2f? 
20610 abctde{f 
4350 abc!0e? 
45130 abc°d'ef? 
92200 abcdef 
25050 abc°d?ei 
19020 a2c‘dsf? 
46050 abc ef 
+ 138750 abc°d'ei 
— 178200 aBcTd8es 
1650 abc f 
+ 103950 abcédSe2 
— 30250 abc'de 
3600 abc‘a? 
1215 ac°d2f3 
270 ac°®de?f? 
0445 ac ef 
9980 ace fa 
19520 ac 
8700 actes 
2481 acids f? 
10595 ac"d'e? 
31150 ac!0ei 
1650 ac%d'ef 
37950 acde 
2227 ac°d'e? 
6600 ac'd?e 
800 ac$æn 
5 pi les 
10 20€ 76 
75 UE 5 
130 De fs 
31 ù 4 on f' 
21 005 F3 
5 Des 9 
30 AT de [5 
705 b°c?es ft 
260 bc fs 
265 Wed<e2f1 


D Pr Em der A 25 ce ER 


| 
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990 bcde'f* 
1620 D ce? 
299 Pd'ef" 
1620 Def 
1215 &°e°f? 
30 Fc CT 
370 béca \ 
1800 ce de 
2845 D'c°eif 
70 bc? de f* 
1640 D'c°d'ef* 
4185 B$c”desf? 
4050 G$c°e7f 
1110 5 cd°f" 
4170 D'cd'e fs 
607 D'cd°esf 
3620 2e f* 
9310 'd$es f? 
8990 DS 'e f 
3315 b‘de? 
210 7cÿa fs 
615 D'cÿe“ ft 
1285 ce f" 
11420 YTeïdeïfs 
3169 #'cies f? 
3155 Dec 
3160 Dee fs 
9850 bee? 
19800 De desf 
3379 b8cet |, 
13500 87e" 45e F5 
90950 d7c2'e f2 
02100 bee 
7240 b7cd F5 
28710 b'edef? 
38950 b'edrei 
25875 b'cd'e 
6155 b7d'e NES 
125000 UXATES à 
7375 b'd8es 
45 U6eTFs 
615 bScide f: 
3880 d6cSes fs 
+ 4300 VAT 
+ 13430 Décidie?f3 
+ 18950 bic Je f2 
2175 bfcSes 
+ 30040 d6cigie fs 
— 101450 bic f? 
1850 b6cid2e 
— 29879 bôcidet 
+ 34440 bécsu fs 


eue ue Ne ne a MN CR RE SR EN ESSS SrEt | 


— 153480 bc g'erf2 


ÉNENRRERRE EE" 


— 


+++ + T4 


220125 bScèd'ef 
6660 b6c°47e f? 
18400 6c°diesf 
73375 bc De 
12310 b5cdf? 
44225 b6cde°f 
42500 b6cd'e* 
4390 b5aef 
0125 b649e 
45 b5c'e f* 
2940 bc f* 
9960 b5c7de? f3 
8175 b5cTeif? 
46160 b°c$d'ef* 
34300 &5cid?e f? 
10350 bScides f 
7379 b5c6e7 
738928 b5c545f5 
+ 306900 D°c°d'e?f? 
— 159000 &5c Peif 
73375 b$c5d?eÿ 
+ 71610 scie? 
— 289800 Déc ae f 
150825 GECAAR TE 
+ 129000 5cdTe f 
80500 Pesie: 
25050 bc Pef 
80125 bie?4'es 
8700 bed" f 
19875 b5e Ze 
1125 b 42e 
990 24" 
1710 bictefs 
34620 dede fs 
4650 b ICS T* 
7050 d'e‘esf 
92290 6'c7g' fs 
— 243000 d'c7d*e2f? 
+ 92500 CAT Er à 


+ 


|— 42500 b'e7dei 


— 219930 bicédSef? 
+ 318900 Dic57ies 


| — 80500 Dci » 
| + 114960 be577 2 
| + 9250 be f 


— 138750 bic'd8ef 
1250 bee 
+ 3115080 
+ 40000 dci e2 
— 18750 biede 
+ 29250 bed 

— 185 bctt fi 
— 12060 belge fs 


1980 bctesf 
69220 650473 
89550 bic'd'e?; 
41250 b%cdeif 

2125 036968 


+ 80125 58720 
— 109660 26745 f2 
— 122600 bèc74 e° À 
1250 bèe7d'e | 
+ 178200 DE T'e 
— 31990 bc 
7125 bc5dée?| 
17875 Béciqie | 
2125 ba" | 
1620 clefs 
30510 b2cti@2f? 
15120 b°ctige | 
6525 bceif | 
— 128490 ce, 
+ 69000 22610726 
— 19875 b2c107e5 1 
+ 56110 Ba] 
+ 88125 2°cd'e 
— 40000 °c dei] 
— 103950 bc die 
37125 be 
22275 b2c1d8f | 
4125 b'e6e 
500 226571 
7290 bc fs | 
810 bet8e2f2t 
34155 Bct2d°e 
15300 21765 


1125 Del2p | 
14895 Det 7iFA 
27300 ve d'e | 
18750 bettef 
30250 bete fl 
17875 bç1071e8 | 

6600 bc | 

4195 bee? | 

729 ci 3 | 

3645 ctidepà | 

1350 che | 

1620 cor? 

3375 cd'e2f | 

2250 ce 

3600 c'e 

2135 ce 

800 ç1146 

900 cet, 
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TABLE IV? 


INVARIANTS DE LA FORME QUINTIQUE 


EN FONCTION DES RACINES. 


1250 I, = af, X (a — 8)? (B—Y) (r — d)}2 (d — €)? (e— a)? , 
A = af (a—B}? (a— y)? (B—T)2...(d — €)’. 
En posant 
A No Ro (Be (re)? 
OU Vi (0—EP (ad) ff — ee (n— €) (r—0) 
al ) 


(a —e) 
no) (dE (ar) (0) + (a — 0)? (BI 
B,— Lie=5itr—2-+8—0tr—2)] L(B—NÈ—e+ (820) ] nee 
20, I. — > (a—8p) (r—0d)" (1 —e) (d —E) (a —e)? (B—Y) (B—5) . 
2e. Se 1, = af, 2 (a— pl (o—e) (B— mt (r— dt (r— €)? (a— D) (a— €)" . 
En posant a—0,, B—@,,.. €—a, et généralement (#2) —a,—0, 
Pbaura !,, — 


a," 7 03)(42)+-(02)(04)(31) | 


Le 


x [u2 (10)(43)-+(13)(14 @0) ][ 1203) +(14)(10)(23) || (12)(14 03)4(13)(10)(42) | 


X [ (23 (21)(04)+(24)(20 cn) ][ 23 )(24)(10)+(20)(21)(34) 


[ 


LS 


23)(20 14)+(24)(21)(03) | 


X'[ (84 (32)(10)+-(30)(31) (42) ][ (842) (34)(30) 21+-(81)(82)(40) | 34)(31 20) +(30)(32)(14) | 


ha este 


. 


x [ (40)(43)(21)+(41)(43) (03) |! (40)(41 )82)4+(42)(43)(01) || (40)(42 (1)+(41)(4300) | 


TABLE 110 


Forme du sixième degré. 


aa + 6bæ5y + 15cæiy? + 204d2y° + 15e y* + Gfœy° + gy°. 


I, — ag —6bf + lôce — 104. 
I,— | abcd | —aceg —acf?— ad?g +? adef — ae’ — L’eg + L°f? 


cer | “2boag—2vcef+2bdf—2vde? — cg t-2caf 


defq + c'e? — 3cd°e + d“. 
1, = a d?g? — Gadefg + 4a°df* + 4aeg — 3 a°e*f? — 6 abcdg* 
+ 18abcefg — 12abcf* + 12abd°fg — 18abdeg + 6abef 
+ 4acg? — Aac’e?g — 18 ac*dfg + 30 ac°ef? + 54acd?eg 
— 12acd°f? — 42 acde°f + 12 ace* — 20 ad'g + 24 adÿef 
— 8ade + 4h49? — 12befg — SPF — 3b°c?g? + 30bce?g 
— Abcef? — A42bcdeg + 60bc°df? — 30bc°e°f + 24bcdg 
— S4bcd?ef + 66 bede* + 24bd*f — 24bd°e? + 12 c'eg —27 cf? 
— 8c°d?g + 66 c°def — 8 c'e’ -- 24 cd°f — 39 c°d°?e? + 36cd*e 


ou’ 

FF ACER? 
(en appelant A,B,C, les coefficients du cCovariant C, ,.). 

A PBARE | 

x | en appelant B, C, D, etc. les coefficients 
EE B C D | : 
du covariant C,,. 
DENT 


INVARIANTS PAR RAPPORT AUX RACINES. 
RE CN +) (Cet 
I Z(a—p}" ("—ù)" (e—p). 
Pour l’Invariant gauche de 15° degré le P. Joubert a donné 
l'expression suivante : 
Si on pose f = à (2—2.) (@—%o) (@—2) (&—22) (ts) (xx) , 
Uy = Lo Do (dat Didi) + Didi (Too + Do — Bad) + Labs (Didi —Be —Lo] 
Vo = Lao Post di di—D) + Did (Boo Hdo—Di—da) + Data (Ti + Date — To] 
Wo= lo Do (Pad ds) + MiD3 (Boo + Do Das) + Data (Data —20)] 
on aura 
LRU OR MR DER EEE QUO A PA MX W, 


TABLE V 


TABLE DES COVARIANTS. 


Forme de 3° degré (*). 
N° 1. — Covariant de 2 ordre —C,,, 


(ac —Ù?) à? (ad — bc) &y + (ba — c*)y?. 


N° 2. — Covariant de £e ordre —C,,, 


— 3 act | —1ad 
—3 abc | —6 ac | + 6 04 | +30bcd | Yæ,y}. 


ire NT 
[+2 |—38%c | +356 | —26 
| | 


| | 
. Î 
| 


Forme de 4° degré. 
N° 1. — Covariant de 4 ordre —C, 


| = ; = | 
| 

tie | +200 +lae tas nr 
1° —2bc |+2b4 |—2cd | —14d nes 
| 


| — 3 c? | 
M Covariant de 6° ordre CC}, s 
| = a — 
+lad|+lae |+ 5Sabe — Sade) —lae | —]be 
— 3 abc | +2 abd _ 15 acd | + 15 bce — 2 bde | +3 cde 
+20 |—9ac |+106% |—1004 | +986ce|—24 |Kx,y). 
+ 6b?c |+ 10b°, — 6 cd 
— 10 «d? | 


(*) Les formes sont toutes écrites sous forme binomiale. 


TABLE V! 


Forme de 5° degré. 


N° 1. — Covariant de 2 ordre et de 2e degré =C; ,» 


— 3 


be 


— 4 ce 
+2c4 | +3d 


+lae |+laf | +10f 
l—4bd 
+3 c? 


Xæ,y}. 


N° 2. — Covariant de 6e ordre et de 2e degré —C,,, 


— 10? 


2 


+lac|+3ad|+3uae 
—3bc|+3bd4 
— 66? 


0 


+7be 


cd 


+ 3 ce 
— 6 d? 


+iaf| +38 +39) +14 
— 3 de 


— le 


x.y) Ê 


N° 3. — Covariant de 3° ordre et de 3° degré —C,,; 


+ l ace 
— ] ad? 
— ] de 
+ 2 bca 
— |" cs 


+ lacf 
— l ade 
— lof 
+ 1 bce 
+ 1 bd? 


+ ladf 
— l ae? 
— Ie 
+ ] bde 
+ 1 ce 


— ] «4 


— 1 ca 


+ 1 6df 
— 1 be? 


—]cif | 


+ 2 cde 
— ] 


N°4 — Covariant de 5° 


Gay} . 


ordre et de 3° degré —C, 


23 


DEA) 


+laf | + Sabf|+ 2acf|— 2af | — Saef| —1 af? 

— 9 abe | —16ace | —l2ade| — Sa | +16bdf| + 5bef | 

+2 acd|+ Gad | + 80f|—1200f | + 96e? — 2 cd | 5e yys 

+884 | — 96% | —38bce | + 3604) — 6er |—8ca |”? 

— 6 60° | +38bcd | +720bd'| +R ce | —38 cde| + 6 Fe 

ue |_903) 0 |+20 | 
N° 5. — Covariant de 9 ordre et de 3° degré—C,,, 

+lad|+ 24e |+1 af |+ Tabfl+ 5acf — Taef|— 1af°|— 280f?|—cpF? 
—3abc + labd\+1labe|— Sace|—40ade|+ Sbdf|—110ef|— lcef|+3def| 
+20 |—12a0 |—Hacd)— Bad |+1607 |—290e |+Hodf| +120 26 

+ 956? |+160?4 | +29 be | + 47bce +34cf |—16ce |— 6d?e 

+6 bc |— 2bcd|+44bd | + 2cde|\— Gd'e 
+ 80 |+16c 4 |— Sd 


TABLE Y ? 


N° 6. — Covariant de 4: ordre et de 4e degré —C,,, 


| 


af? 


+1 af +2 def +1 
TS abcf —4 abdf —4 abef 
— 5 abde|—10abe? —2 acdf 
+ l0ac’e |—2 acf +4 ace? 
—4 acd? |+24acde +4 Paf 
+2 0%f |—]l2ad —9 bd? 
6 —5 b?ce |+4 Def +50 bcde 
+148? |+16de —36%4 
—16bc°d —22hce —36ce 
HG ct |—4 bed? +28 cd? 


+8 cd | 
| 


| 


+2 abf? 
—4 acef —3 adef 
—2 ad'f;+2 a 

| + 4 ade? —5 bcef 
| — 10 #ef |+105d2ÿ 
+ 240bcdf —5 bde? 
+16bce —4 cdf 
—22hd?e Rare 
—126cf —]16cde 
—4 c'de +6 di 

+8 c& |‘ 


Î 


+1 acf?| 


Yæ,y)'. 


N° 7. — Covariant de 6° ordre et de 4e degré —C,,, 


* 


+1acf |+2 adf|+2abaf—20ace? |—?2acef |—2 acf?)—1 af] 
—lade|—2 qe |—2abc|+%ad?e |+ladf|+2 aë |+laéf 
—14h°f|—10abcfl—1acf|+920b%4f +lade +2 bf?|+1bcf?) 
—2abce | + 10abde) +2 acde —20 bc?f | +2b°ef | +10bd?f +?2bdef 
+dabd |—2 Bf |+3ad |—20b® |+2bcdf —14bde? | —3be 
—]1 ac°d |+148?ce |—1d*cf |+20ce |—5bce? |—10cdf —4cef Va,y). 
+3bte |+92 b24? |+5bde | —lôd'e |—2 ce |+<lcdf 
— 6b°cd | —26bcd|+10?6ce —3cf |+26cd°?e |+6cde 
+3bc |+12ct —9bcd +9cde —1241 |—3de 

+4c4 ss 0 | 

| 
= 

2 È 
Et CRT Sie eee _— 
D |SRTSÈSSÉSRReLSTS Tree se 
Si OR RER TETE Re 
5 © ON HOMO ON ANR OM ON NON CON OM QUE ES 
8 & FE ND nn LE A CO LL 0 Le A 
F5 PSEL SETRSRE. LEE RÉe.: 
Se mo US SiS Pre DOS Se 
D © FR ER RS PT PR TT 
1 = Q mi m1 si OO Q Q À © © 1 m1 © D Nm 41 
ann ele FAR Tr Er CUT 
FA 


TABLE V 
N°9. — Covariant de 5° ordre et de 5° degré —C,., 
F1 acef +1 nee Bou adf° D avr) 
23 cf |- 5 adef +1 ef + abeg | 
Le a’de? |+4 @e  |+5 abcf 4 acT* | | 
—1 ab'ef 1 abf: —8 abdef | - acdef| 
+labcaf +8 abcef +3 abe* +8 aces 


—1 abce +Ilabdf 
—1 abd'e —1Tabde? 


Li acef +9 auf | 
+Ilacdf —6 ad'e | 


—9 acf —Iactig +6 acde |=2 ef? | 
+14 aede —16 ace? |—6 adèe +11 b'def | Lay) 
—6 ac |+idacde —4 BF |—9 De 
—8 D'af —ISadi |+1Tbcef +1 bof 
+9 Dei 5 Bef |H160df —146c®f | 
H6 D'cif —6 D'cdf |—218%de? 1168046? | 
—16Wcde +21h'ce? |—44bc'4f |—3 bd'e \, 
+S 2® —5 bide: |+5 bee +6 edf | 
+3 bee +6 beif |+395cd'e —8 c'e | 
2 bord? —3ctde |—126di |+2 cd | 
+280 |HIScif | | 
| || 
N° 10. — Covariant de 7° ordre et de 5e degré—C.,, 
+92 «cf |+47 æcdf |-3 wcef 1j oefs +1] a?df? 13 abdf? |—7 acdf? | —12adf? 
— 5 dede —]0a?ce? | L12a?d'f +7 adef |—1 d’ef |—3 abe?f |+7 acef |14 ade?f 
+3 48 |—3 «de |—9 ade | -6 ae |—7 abcf? —12ac°f? 147 ad'ef |—2 ae 
— 4 abicf |—7 abaf | +3 ab’ef 1 apf? |+26abdef +ISacdef |—7 ades |+5 bedf? | 
+5 abde|+10abe |—ISabcdf 26 abcef |—19abes |+6 ace |+108d4f: |-5 bcef 
+5 abce |—7 abcf | —]Sabce | 32abd?f | ac'ef | +3 adf |—10bef |—5 bdef 
— 7 abc |—8 abcd:|+30abd'e 8 abde |+ISacdf |—15adte? |—3 bef? | +15 bdes 
+lacd |+9 abd |—3 acf —IBacdf +53acd |11960f? |+8 bcdef |—3 cf? 
+207 |Jace |+H45acde +6 ace? |—S39ade |L18b def | —2 bee |+7 c'def 
— Dbice. |= 19ac?d? —39acd |+52acde |+6 bf? |-976%es |—22bd'f |—92 ce 
—2 bd |47 bof 6 bof —3padi |+8 bicef —30bc?ef |+19bd'e |—1 cd 
+ 8 bd |+2 bde |+9768e |11988%f |—G pdf |—456cd!f —9 ef |—8 ed? 
—3 bc |—1950e |+156%% |_58bcdf |+20b2de? |+81bcde? | +19 cdf |+3 die 
—11écd? |—87b?cde |+90b?ce? |+45bcdf |—126de |+Ilc'de? 
+336 |+6 ba |-256de |+95bce |139e54f |—33cd8e 
—]2 c° + 12èce 43980 |—52bcdet 6 ce?  |+124 
+576ctd? |—45bc de |439c'f  |—57cde 
—24cid |+65bcd |—G5cde |+24cdi 
—?0 cd? 20 c'd? 


TABLE V * 


N° 11. — Covariant de 1° ordre et de %° degré —C 


57 
—— 
0 INC 
me 4 asdef? + ] aÿe?f? 
| + 3 aef + 4 a«bcfs 
0 + 3 abd-f? 
nn AUCES — Tab 
MÉRITE — 16 a°cetf? 
+ 4abdef 2 6 ac’ f? 
— 15 a‘bet + 30 acdf 
4 6 cour? roue 
E\a amer | — 18 ae 
— 22 æcd’ef An IG arret 
CONG Ce — 3 abif® 
SE NNrE) — 4 ab’cef? 
= PRATE — 4 ab°*4-f? 
+ 7 abÿef? —  l'abdef 
— 30 ah?caf? + 18 ab’et 
+ 1 abcetf + 92 abc’af? 
— A abdef + 74 abcte* 
U + 81 ab°des — 160 abcd'ef 
| +18 abc‘? — 32 abcde 
+ 160 «bc°def + 81 abdf 
"98 abere + 6 abde? 
— 20 abcdf — 9 ac4f? 
— 94 abc e° + 20 ac'def 
+ 5l abde 112" ace Ya, y)! 
GI UC)  — 18 acdf 
+ 18 ac'd f + 284 ac°d'e 
+ 140 acide? — 216 acdie 
— 100 ace + 54 ad 
lONZCUr + 15 be? 
“LE he — 26 bcaf? 
— 18 bieif — fa bref 
die + 98 bd'ef 
+ 32 b'cdef — 45 Lies 
+ 45 b'ceë JL 12 8e? 
+ 112 6%4°f + 94 b?c def 
MrOoUMPIdreE 1 150 b°c°es 
— 6 b’cef — ]40 b°cdf 
— 284 cf + Ie 
50 bc Tet 156 die 
+ 320 b'cd'e — 51 bcief 
— 190 b°4: + 100 bcid 
+ 216 bcidf — 320 be de’ 
= 15 vie + 310 bcde 
— 8310 bc d'e — 90 bcd5 
2 130 bc 18 1caf 
TAN CT + 120 «ÿe° j 
+ 90 cde — 180! cite 
— 40 cd + 40 cdi 


TABLE Y ° 


N° 12. — Covariant de 5° ordre et de 7° degré —C,;,; 


CE PA 2 DE 2 D A ee OR nn 
3 2 22 3 2 3h #3 : ñ a s. | a 

+ el el 
+ Raids |— ladif + 5aef | Gaten |— 5acj |F Sade 
A A 
+ 2abteif |— labcdf |— 4a’b'à? ONE so æ Lo ne 2 abà 
— 3a%cf2 |+ lSavbcef |+ Aa’bdeïf o 2 re 6 adie®f |— 2abé 
— Ga’bcdef ss 32a"bd'ef | + Ta*be* Fe dede de Baden | 2 0008 
vor . vis + pe 4 ace Je : apofs, + 6 abcäe 
+ 24*bde° 1e ac def = 2 PCR re . a e 1 : “A 4 nr. | 
mo _ |— ue |— 40 a°cae + Bass |+ 32 abc'ef + 24 abde 
mc — HN F Be NE TT Le 36 abcd°f rai abde‘ 

+ CAS + Sa CARE) dde — 26abdif2 |— Labcdef 8 ace 
de 2 6e [+ lade, | Sabef? |— Saba |+ ZA abce + 2400 
+ babe | naper | Saber || Sucanle Mae (+ Rare 

6 Fe ee. Ca ot | abcàf? |— 1e e 
nn ire RS M NU 
—oaboer | ardf | lp |1atapue) [+ Gtaeder —8a8f 
+52 bcdif |— Jade |— Teabc'def L 3 ae Eh 16 mon + Date 
nou —- su Ut + Gabde |— Sacd'f |+ Me à 

—22abde _ |— Glabcd?f | + T6abed° Oacif? |— 5e. |— 134 

—D2abc af  |+ Nr Taoaa ka 6 er Es 5 de 1 

aboe |+o0tabeme |— Mabdie | SGace QPS | 2h 
+ Sabcde |— 93abd° — ITA Fe 10 2 PS je 32 bicef? |T38 Bed 
mon JE ni + 10ac'd'T lab 296 ac?d'e se 24 a’? — 9 hede 
Me man sa |— 260 acd'e  |+ 160c?4f? |7 30 D'cei 
Ans … PA | 184ac de |+ Pad + 918°c'ef |" 34 Def) 
Dacia + Sac | Tac | 17ptef |— LA cdef T 35 De 
mer puge | au 40e (ID | SAVE 
A = 120. 6 Te AAVef  |L 22Bcef |— 860%4!f 22 bc'ef 
rhnan À Mme Citer Lima | Die |+opvade 
oo — “cd | 4b'edef |— des  |— 12bcif? 90 bc?des 
Ben ee Lee oil LOUE 
50 bced?e se SO BST |— 130 b%9: 2 Nr 210 bc'def + . pce se 70 bcd e? 

A og | ne Nr MDP NE tre Le 
—1200if  |—170804e mr TE Lo pe T3 44 Le 1 ef 

see [ie Do LA LR Lou 
—15 bc'e, +2500cide  |+ 60 7 $ 18 ea 2 8 y D à 10 AA 
+10%c'4 a oo Le ai |— Fa bcde? |— se cite? | 10 cd'e 

= ee 20 DCE |+- 190 20e 0 c‘dSe 
+ 406? 190 6c°de l'E 40 àcd° ke 40 c°d> 
Es Fu — 7 caf 
c'de + 69 c'e? 
| 


TABLE VÔ 


N° 13. — Covariant de 2 ordre 


et de 6° degré = C 


| — 1 abd'e 


| + 5 Pcef 


| + 7 bcd?e 
| + 5 bcde 


— 1 ad’? 
— 9 ae? 
+ 5 a*cdef | 
— 3 af 
— 5 ab*def 
— l'aïdf 
+ 7 abcdf 
— 8 ace 
+ 3 ab°e 
— 1 abcde? 
+ 6 a 
— 5 abcef 


— 8 acd?e 
+ 3 acd* 
+ 2 ab?cf? 


—0 DCaf 
SCT 


— 3 ble 
2 4 b’c?e? 
— 3 ce 

— 4 bd 
+ 2 ca? 

+ 2 bdf 
Al Le 
— 1 Ed 


ss 0 ain 


Us de 
+ 1 def 
+ 1 acef 
+ 24 a°cde? 
— 1 ad 
+ 1 abc?f? 
+ 1 abaf? 
+ 6 abcdef 
— 10 añef 
— 28 acde 
— lafef 
+ 11 ad?f 
— 6 acde? 
— 8 abce 
+ 15 abd’e? 
10 abd?f 
9x 

5 Gcf? 
9 Be 
— 8 def 
+ 11 Fee 


| — 937 cde? 


+ 18 edf 


| + 8 Dde 


— 98 b%df 
+ 8 bce? 
— 17 bcdi 
+ 37 bc’d'e 
+ 8 cd 
— 17 cide 
Et 


JS be2f? 
— 1 cf? 
+ » abcdf? 
— 3 af? 
— 5 abcef 
— l'A0ui 
+ 7 acdef 
— 3 af? 
+ Bef 
— 1 bcdef 
+ 6 &Ef 
— 5 abd’ef 
— 1 bc 
— 8 b°@f 
+ 3 c'df 
+ 2 adef 
+ 5 abde 
— 8 acd?e°? 
+ 3 ad'e 
+ 7 bc°de? 
— 5 bcd°e 
nn IC. 
PE: 4 b2d?e? 
— 3 bd 

— À cd?e 
+ 2 cdi, 
+ 2 ace 
— ] a°ei 
—]" cie? 


296 


Yx,y)° 


TABLE V‘ 


DODOL — Ji059:9 99 — c000 & — 

De9 O8 + eDc0 04 — J0;D.90 F8 — «/Pa0:Q SI + | /0p:0q0 &e — 
26D,9 GE — 2P59 y + 19,90 15 + L0Dg ST + | 240,90 68 + 
cPc9 QL + Ju Lg — D,00 € un 1-09 9% — Jx0 40 1p — 
Poe + rP:0 Cp, + 10,040 Gr + 240954 ST + 6009:Q0 PL + 
40998 — :0,9Q GLI — JPQD 81 — QG — | 12:09:40 81 — 
ET 5000 GT — G0rD9QU GOT — |  1%P90Q0 GL — | /50:0:00 8 + 
2,D59q GLI + 1.90 9e + Jocpoqu eg + /109Q0 OF + | 2/0:9:40 8 — 
&0r069Q OC — cP9;Q OL — »9:940RE + e0P;9Q0 Q& — 30690 ST — 
1P:9Q 09 — 0P:9:Q OCT + 1:0P:940 81 + Â506990 FR + | 00:90 91 + 
69,04 CG — e0P69:Q GI + tA1P50Q0 GT + | 5/0:990 90 — | fipy0 9 + 
J2p,94 901 + LiPi0:q RSI — «004088 — | 690,40 99 + 6/,40 T — 
4/00 6 3e 19,9,q CV »0P:Q0 ET + L0:P:00 F8 — ENANMON= 
2P:4 CUT + 2,p QCe + L0D.Q40e — 09:40 SI — 10609,0 GE + 
10600,0 08 — t0rP0:Q CLT — tAD.QUET — | z/ 09,90 99 + LD2,0 & — 
A109:Q GAL + A:09 Q 61 + J:99,40 91 — | 49 9.40 Qe — s9P,9;0 18 — 
89P:;9:0 GL + 607960 GT — cA0D9:QD8T + :10p:90 3 — Î9 D:9:D at — 
A OrD:0:Q FA — PDO — | L0p.96Q 201 + e/79: 401 — c/0eQ0 V + A7069:D ET + 
Lr9:0:0 GE — 1099 06 + «906 + «A0 Q0P — &,D:0 9 + e009-0 Ta — 
e/Pe9:Q LE — JPY ST — 60Pr4 Cp + s/De40F + AP; ST — e9:00:0 GG + 
e0r0eQ GT + D:9401 + 19:P,Q GENS e9D,0G — c9:09:D QI — L0:D4:D LL + 
JP + 10P,99 QG — 4:09,Q 81 — 50P00Q + | 209,0 9e + 5999 D SIT — 
509,4 Cp — LPO G + :/09,49 — LD9DE + 50:950 9 + &/-09q.0 Ati 
«l0PIQ FL — 090 FA — A0QE + L0 00 9 — À 120:9,D 009 — À L/2,90.0 & — 
300,0 18 + 90:90 — cD:9D Tg — H0P9,DE  — 406060 FL + 10:40 F + 
t/0,9Q 1& + 9:09:Q 06 + deP:90 09 + 10:08 + »9PQ:D 8[ — &/0D.4:D Q — 
Je0 ST + | S:D:0,0 901 — 100,90 C7 — 00:06 — | /:9,24.0 0€ + eJ0:Q:0 à + 
«/0p;Q LT — 69,9:0 08 + JeP9D Çe — A0 PU E + 000 FI — 59D D TI + 
sl — | [o1%,Q + J00DRT + /7090:09 + 429990 3 + 419:0e0 LT + 
DD LR + «11909  — oPq0 96 + e/D9Q:09 — | Lf90400 8 — DD E — 
9:P9D YGl — u0eD:Q 0C — 2,P9q0 OI — AVIOT + 00 & + 990 F  — 
0605900 CSI + PAUESS 2 19:0:900 F& + c/r0PeD & En L:9D:0 VA «/0D9:D 9 + 
LDODEE + | LnD9:Q 0 + | {poupe + PEL + AO D:eD & + {400 T — 


SE 9109P & 9P 79 OIPIO 8 9P JUCLHBAO) — ‘PI oN 


TABLE VS 


L 
N° 15. — Covariant de 3° ordre et de 9° degré —C, 
} ay 
+- 9 a‘cef + 2094 ab cde°f || + 9a'cr: — 1215ab def 
+  2la'd'fs — 3915 ab'ce* —  45aïdef® + 1215 ab°de 
78 04e? + 52% ab def +  S6aief? — 1836 abcef? 
+  4Sa'e'f —  _ 45ab de — 9 abri — 16812 ab?c 27? 
= 9 asbef — 2592 ab’c4f? | — 184 bce + 6691 ab°c?def 
—  ]1624'b*cf — 9747abcef || 243 a bdif® —- 12960 ab°c?et 
|  99a$bcef? | — S496 ab cd: ef | _ 9 aSbde?f? | + 18612 ab'chef 
| 309adef? | + 26610 abc dé | —. 216 4a%bef — 18900 ab'cd eë 
+ 120bdef | + SSklab'cdif || — laïc PAIE 3008 0° df 
UÜ— 240 ab'e — 16650 4b°cd e || + l44ac’ef? | + 2970 ab:die? 
—  S8lañcifs + 720 ab d'e | + 1836 a°cd'ef? | 15228 abc‘af? 
+ 1026 actef? | + 972 ab cf? ||— 2592aïcdef | — 4968 abcief 
— 768 aÿcef —+ 24624 abc'def || + 1152 a'bce — 1454 abcd?ef 
— N88acdf? |— 5040abcies || — 1458 adif? — 12960 acides 
— Hôda*cd'ef | —15984abcdf || + 2268 «def + 1296 abc'd'f 
+ 1056 a°cde* — 29340 abcède? || — 1008 a*d?e* +- 22500 abc d'e? 
+ To6a*d'ef + 34320 abc°d'e +  63a/befs — 6480 abcd'e 
— 696 a°d'es — 8640 abcaÿ — 234 ab° caps — 3888 acif ? 
+ 1204ab4f3 | — T16acef |—  18a*b cef? | + 5lS84acdef 
la Per | + Sl8tacag . || — 823] a“bd’ef? | + 5160 ace 
+ 486abcfs | +129%60acde || + 4293 ab'def — 576 ac'®f 
— 2160 a’b’cdef? | — 14400 ace | — 972a-b'e — 9360 ac'd<e? 
+ 1023 db'ce + 3810 acids | + 810 a’c°f5 + 2889 ac°die 
OLA: |-+ 192347 | — 8825 a°bc'def *?| + 288 bc 
— 1053 a'b°d<e2f | — 1440hedf? | + 4032a°cef — 3888 b'def? 
+ 13144 b'de* — 192547? | + 59384/bca3f? | + 3645 besf 
— 1863 dbcef 3 | — 1080246 f — 9360 a*bcd?e?f | + 756 bic‘ef? 
+ 2538 a'bc°d'f? | + 202% be! | — 864 a’cdei —+ 7488 bicd°f? 
+ 2340 a'bc'de f | + 1723 D'c'af? |— 12964bd'ef | — 4050 bicdef 
+ 672 4’bc’et + 4410%cef | + 2700 4/bd%e* — 6075 4'cei 
+ 2820 a’bcd'ef À 5280 picd'ef |— S324a?c'ef? | — 4320 b‘d'ef 
— 7812 a*bcd'e | — 13500 L'cdes — 2484acdf? | + 607506 
— 3024450 — 4800 44747 || + 6621 a?cde?f | — 7128 bcdf? 
+ 4572 4 bd'e? + 7800 pd$e? — 6912 a ciei + 2970 b'ce?f 
Do trcu]: |—, 6480c7? — 44928 ac°aef 3060 à cdef 
— 3888 a°c'e — 14040 D'c*def |, + 12672 a°c?d?e3 - 10125 b°c?dei 
— 8748 ace — 3079 b°c°es + 1944 acdf de 1440 D° sd 
— 4800 a°c°de + 9120 4cdf | — 90724cd'e — 13950 4°cd%e? 
+ 4248 a?c°d'f + 16350 #cd'e2 || + 19444 cdfe + 3600 De 
+ 14520 a?c?d°e? | — 19200 Æcdie + l44abaf* + 1944 Dci? 
— 11448 ace + 4800 248 — 43 abef? — 1620 4’c'def 
RU e000 di + 4860 Def 900 ab°cif# | — 4500 Pce8 
510 40 °cf ° — 3240 bc d°f nr 10620 ab°cdef? | — 360 bc df 
+ 672abdef? | — 8100 b’c'de? — 8586 abcesf | + 6300 2c°de? 
— 459 ab'ef + 9000 bee —  864ab%43f? |— 1800 b'c?d'e 
+ 3456 abcief? | — 2400 &'c°d° 
—  864abcdf* 


TABLE VS 


(Suite du N° 15) 
N° 15. — Covariant de 3° ordre et de 9° degré —C;,, 


| æy° ti y° 
— Daft |— Géslalcd'ef |—  Datbafi  |— 5280 abc'det 
+ Oafefs . | + 4050abcdet || + 9 abe:f 3 — 24624 abcd'ef 
+  d5añcf" + 4968abd'ef ||—  21acf' | + 14040 abcde 
+  ]Sabdef? | — 2970 aide" + l62acdef® | + 7776ab4ÿf 
—… C3 aber? + 1296 avc'ef? — 120 aceñf? — 4860 abd°e? 
— MBacers | + 4498 abcdf? | + Sladfs | + 3024 acer? 
+ lacdfs |—18612abcacf | — A486ad'f? | — 4248 ac‘d2f? 
4 ?34acdef? | + 4320 abcÿe! |+ 576adeif | — 8544ac'def 
— lé ace f + 14544 abc def | — 192 aef —+ 4800 ac'e 
— 810 ad'ef? — 3060abcæ8 || + Ta bcf* + 15984 acdef 
+ 90007 |— 5lädabcdf | —  99ab def | — 9120 acd’e 
— 288 ae + 1620 abcd'e | + 21abef? — 5184ac°df 
— 36 CAN CR oO TU A NU) Se 309 a°bc'ef? | + 3240 acd'e? 
— 9avb'cef® | + SSBace || — 1026 abcd°f° | + 240 ef 
— "Aa Das | — 1Gacdef | + 2160 a’bcede?f? | — 1056 2icdf* 
+. 18a%def? | — 1d40ac'dé |— Grace f | — 1314 Hiceif? 
+ Saber |+ BiGacdif |+ 1868abd'ef? | — Gr2def* 
— 1836 a bc'a fs | + 360 acide? |— 3456 abd'e$f | + 3915 %4de°f 
GP ace f? — 115247 + 1440 a’bde — 2025 Dieÿ 

|+ 3825 abod'ef2| + Op |+ TSacafs | + 606407? 
— 10620 a'bcdef + 1008 ic“ |— 1204ce*f? | + 812» c'def? 
+ 3888 a‘bce? + SGdicdeft || — 2538 acaef? | + 45 pc'esf 
+, Aa bdife | — 121577 + S6ta’cdef | + 4800 caf? 
+ 1836 aber | + 691247? | + 192 ace — 26610 cd'ef 
56 a bd°e" —129602d'ef |+ 324acdf? + 13500 Pfcdet 
SN TA5S a CT $ + 6075 hide“ |—+ 2592 a’cd'ef | + 5040 def 
— 1938 acdef? | — 2700 Pcef? | — 17Baedei | — 3075 pes 
+  S64ace - 12672 pdf? | — Qaef | — 457 Fc'ef? 
+ _2484 a cd°f? | + 18900 p°c?def || + 648 a°d'es — 14520 2°c°a2f? 
— 16812 a Cd'ef — 6079 b°c?et nn LOTUS + 16650 ?°c°de:f 
— ASS g'cdet | +12960 Pedef |— I2abe/ | — 7800 cet 
—152%8 a,cd'ef |—101%pc@e |+ 6Sab dj | 20340 Peer 
+ 7128 a cd'eÿ OT OU DURE — 1023abdef2 | — 16350 B°C226s 
+ 3888 dif + 4500 pd? + A459abeif | — 12960 cf 
— 1944 ae? + 9072864? +  56tab?c4f5 | + 8100 Fcdie? 
+ QGadief |— 2970Pcef | + 1053 aber? | L 11448 caf? 
+ 2592 abcafs | — 22500 PeSdef || — 2340 abcdef?| — 720 bcef 
— 4293 ab ce°f? | + 13950 F'cdei — 20MaPcdf | — 34320 5cd'ef 
— 40% adort | + 936047 | + 10B0aëtce" | -+ 19200 c'dei 
+ 8586 a0'deïf | — 6300245 | — 3888 at dif? | + 14400 posdif 
— 3645 aie — 1944 5c5f? + NAT ae f -— 9000 dc° A 2 
— 29268 abcsfs | GRO bete  |— AAl0abde | 2592er fe 
+ 9360 al?c'def? | — 3600 pces — 756 a6cifs L 8640 ei 
+ 1215abcesf | — 2880 cf — 2820 abc“def? — 4800 cô sl 
— 6624 ab’cd3f? | + 1800 Hcide? —  5ASB acer * | — 3840 SEf 

+ 848 abc @f? | L 92400 72 
+ 8496 abc?de?f | 


TABLE V 1) 


N° 16. — Covariant de 1°” ordre et de 11° degré —C,, 4 
œ . 
— lacdf! + 2714 Def — 108 ab'de’ + 16854 f*? 
+ À ace" =. 90 æb'cefs 11e) abc f? 100 bee f? 
+ Taïed'ef* — 105 abcdfs | + 315abcef? | — 108 bcd’ef” 
— 12a'cde'f” + I1Sa#cdef?| + 153 abc d'ef” | + edf 
+ 5a‘cef* = 660"0et — 390 abc'def | + 135 ce 
— Gad f* | + 1Mabcdef? | — 234 ab°ces + Sa bd'f? 
Mae ere | | — 57abcd’e — IlaBcdif? | — 1122%e/f 
— Iadef + 12a*#b°cde — 308abcdef | —  Gb'c'f” 
+ lade _ 6 ab f? + 935 abècd?ci — 940 d'cdef? | 
+ 9bcdf" |+ Sab’d'®f | + 208abd’ef + 17908 T | 
— 2al’ce l— 12a%de° — 283 ab'd'e — 144 bic df? 
— Fabdefs |+ Jabcdfs |+ 2rabcfs | + 3060'cd'ef 
+ 12aW4ef? | — 198abc'ef? | — 396 abc'def? | — 165 b'c'de’ 
— Sabef — _ Oa'bcd'ef?.| — 337 ab'c'ef + c'e 
+  3abcf + 28 abcdf | + 222abcd'f* | + 280 b'cd'e 
— S0u"bcdef | + 116 a’bc°e + 788 ab°c%d’e?f | — 88 0'f 
+ JAabeeëf? |— Gabcd'f? | + 880 abcde + 40 bde? 
+ dabofs | + 1080047 | + Bal'cdief | — Gibier 
|— 69 ace" f* — 5l8abed'et | —19S6abcé | + 420c'df 
+ 62 abede f — 294 abcd'ef | — 240 ab°cd'f — 198 Bcidef 
— 28 a’bce’ + 513 abcd'e; + 1098 ab°cdÿe? + 175 bc'et 
I— G6abd'ef? + 108 a %df — 144 ab de — 9224 WcPef 
= Sabdef | — 153a°bd°e + Slabcef* —+ 1369 D°c°d’e" 
+ 11 abd’ei — Dacifs —  Hdabc af? | + 36 
— Ga*c'ef* + ]08acdef? | + 50abcdef | —1025 b‘c°d'e? 
— 11 cd f* + 19Ma°c'ef — 148 abcÿe* + 60 b'bdte 
| + 96 acdef? — 42 ac'df°? —]1116abc'def |+ 3004 
— Gate — 663a°c'd'ef | — 527 abc'd’e + 252 0cef 
— 66ac def? | — 274 a’c'de’ + 474 abc'asf + 798 Dc'def 
129 0cd'ef + 50a’cd'ef | + 1662 abcd'e? | — 700 C'de 
+ 68 a°cde + 914 4°cd'e — 1185 abc°d$e — 578 bc'd'f 
| + 18a°cdf* — 153 ac. + 243 abcd* — 370 b’c'de? 
L HEcd'ef — 1082 a%c°d'et . | — 216 ace f +- 880 b’cd°e 
— 78 cde* + 486 a°cd'e | + 369 ac'd’ef — 240 bed 
— 210 0ef —.0td 4" + 340 wcÿdes — 486 bc'def 
+ 24 ad'e +  Tabcf* — 149 acd' .| + 60 6c'e 
Lot A] —  16abdef* — 780 acdèe? + 312 2605 f 
+  lab'ef +  9aef? + 488 ace + 645 cid’e? 
OU PC). — 53 ab'cef* — 102 uca7 — 735 bc°d'e 
+ d6aBcdefs | + 104cb'cdf® | — cie + 190 2c"d5 
— JaBceëf? | — 150abcdef* | + 20 Eécef* RCE 
— 20 af: — 117 abiceif —  24Wdf = SL CET 
+ Saabd'ef | — 4Sabdef? | + Mae f”? — 135 cde? 
— 48 def + 18abid'ef |—, 54 bei + 150 c'd°e 
L — A0 cé 


TABLE Vi! 


(Suite du N° 16) - 
N° 16. — Covariant de 1° ordre et de 11° degré —C,,« 


1 aïca?fs 

DORA re 

ocre 

3 a'defs 

8 RTE 

7 a de 

2 a‘e7 

IRGRGE TETE 
2 a°de?f3 

Pere 

7 aÿbcaf" 
MO DOeNrE 
30 a‘bcd?ef 
46 a‘bcde f? 
16 abcef 

6 a°bdifs 
39 a‘bd ef? 
93 a bdeif 
20 a°bdes 

6 UACE ie 
44 ac°defs 
20 ace? 
11 asc dif 
+ 105 acier f? 
— 104 ac deif 
24 asctes 
90 aScdief? 
82 ace 
16 aÿcd?e? 
27 ads? 
27 asdef 
ie A 

2 a’b?caf* 

Y 


HER EEI HI CITE 


+I+I+1+ 


12 a’Poceifs 
21 a°b d’efs 
30 a’bde* f? 
9 a7b3es 
19 aprcift 
+ 69 4%'cidefs 
Ale 
— 96 a’b?caf? 
— 184 Pediep? 
|| + 190 a'D'cdeif 
— 72 ab?ces 


ASE 


+ 198 a°h°d'ef? 
— 319 a"bdef 
+ 129 a°b°d?e° 
COUPE 
+ 66 Dbcd1f3 
— 114 abcde?f? 
AO AU CIE 
+  9abcd'ef? 
— 158 abc lef 
+ 105 a°bc?des 
— 108 a*bcdf 
+ 396 a‘bcd'ef 
— 240 a’bcd°ei 
— OO 
+ 63 a?pd5es 
ARE 
SHANOU CCE 
an re 
+ 114 acide f 
— 84 alcieÿ 

+ 49 cdi f? 
002 ae f 
+ 144 ace 
+ 544 cef 
— 42 q'cd'e? 


— 5 abaf" 
+ Sabe'fs 
Hub ET 


— 62 abcdefs 
+ 48 ab'cesf? 
+ 64ab' af 
+. Gabid'ef? 
— 117 ab'deif 
54 us : 
+ Sale 

+ 29 abcd'f3 
+ 57 abdef 
— 138 abeif 

— 238 ab’cief? 
a 39) ace f 
— 72 ab8cde 
— ]94ab3df? 
— 3317 ab'de?f 
— 179 abÿd'e* 


75 ab°ciaf* 
3 ab'cie 
108 ab?c%d<ef? 
308 ab cdef 
112 ab°ces 
663 abc d'f? 


783 abc def 


_ 
à 
—- 
— 306 ab?c2d’e* 
— 570 ab’cdef 
— 798 ah?cd'e 
+ 216 ab41f 
— 9252 “Ris 
+ 2Tabc fs 
+ 294 abcdef? 
— 208 abcôes 
— 93 abc'@ef 
— 970 abc'd f* 
— 98 abcides 
+ 1116 abc'dief 
224 abc de 
369 abc°dsf 
798 abcdse? 
486 abcd?e 

81 abd° 
108 ace f? 
153 ac'df? 
240 acde?f 

88 ac'e: 
474 ac ef 
368 « cd2e 
149 ac df 
078 ac‘d'e? 
312 ace 

Dé ac°d8 

1 bc 

28 We f 5 

27 bses f? 

] l Bcef 

68 'cdifs 

12 Pcdef? 
108 Dceif 
116 pd? 
234 Per. 
1395 de 


D D OO ee me LS a EE EE 


78 bed f? 
12 hicse:f? 
913 bcd'ef? 
739 bic def 
74 bscd\f* 
8K0 bicad*e?f 

765 icd'ei 
148 Def 
19 pid'es 
A Bof 
518 Bcidef? 
283 Bc'ef ; 


HIER HI +++ 


LE 1986 #00 
— 280 cède 
+ 927 Bc°d'ef 
ss 1365 Bc2dèes 
— 340 cdi 
+ 700 Fcd°e 
—  60Z3%47e 
+ 153 Pcse f? 
+ 1032 &cdf2 
— 1098 Fc de2f 
— 10 72061 
1002 b'cidef 
— 1025 h'cid'e 
730 bc af 
370 cd'e2 
645 °c d'e 
135 D'cd8 
486 bcTd f? 
144 5c'e“f 
1185 bBef 
60 2cides 
488 bdif 
8RO bc die? 
739 bcide 
150 2cq7 
SIG 
243 def 
30 c'es 
102 Ca. 
240 c'e? 
100 «87e 
+ 40 cdi 


ÉNNENENNREAEE 


TABLE V!? 


NM —"Covariant del” ordre et de 13° degré —0,., 
æ {| me” 

— 2acaf — lame afi |  2ascdfs |— Bad? 
RU HE die — 1604b'c'de!f| +  Aaïcde’f4 | + 868ab def 
Ho ID ace + 60abeeif2 | — 2 aÿceif* — 1804 b de 
— 16 a°cdef: + 324 cdefs | + Ga d'ef* + 24 abc'eft 
+ 6 acesf ? + S0a‘bcd'f?) — ]16ad'ef? 00 0 ca 
D Ge |— 46abPcdef | + 14 à | + 320 abcde?f3 
+ 12aÿd'efs + 252 a°b ce? —….À ("67 20m bce te 
— l0adef? — DaPodfs | + 2Qabdfs | — 560 abcdéef 
+ Gañdesf — 420 cb:cdie ft] —  4abdefs | + 1280 abc?d'e fi 
nr | + 8604 b cdte'f | +  2ab'ef* — 6884 bcdef 
+ d4a‘bcdf* — 404 ab cd°’e + 10a“bc'dfs + 184 aÿbc?e1 
— HAUbiCe + Baliaft |— Il0abee fr | + 288a%cdfs 
— 10abdeft |— 120a'bc'ef5 | — 26 a‘bcd'ef* | — 240 abcd'e f? 
+ ]16adef3 — 960 à bcd'efs | + S2a'bcdesfs | — 480 ace 
—  Gapesfi + 160abcdéf?| —  Ga‘bcef? | + 264 a'bcd'ei 
+ Gas + 30440b0esf |— SOabdifs | — 144 aber? 
— 26 4 bc'aef* + 280a%cd'f5 | + Statbde fs | + 336 ba ef 
+ 8abc'ef* + 1440 a bcde°f?| — 50 a‘bd'ef? | — 144 a%bd'e 
+ 32 4“bcd;f" — 960 abc? d’ef | — 22 a“bdeff Tea 
— 116a‘bcd:e° fs | — 376 a bc def +  ]8a'hces NT Cie te 
+ 180 a‘bcdef ? — 19296 afbcd'ef? | —  Ga‘c'f* + 280 aïc'd'efs 
— Sabre + S0a“bcd'esf | + S32acdeft — 440 gc'desf? 
+ 24a'hd'efs — 832 abcd3es —  Ba'cefs + 400 gÿcies 
— Dabaef | + ABabodf? | + Aatcdfs | — 10 acd'fs 
— able f — abc f || — 104acd'efs | + 40 ac def 
+ 34 a'bde! — 240 abrd'ef + aic def? | — 368 aÿcde’ 
— 30 a'c'efi — 36 a°c6f{ — 26 ace + 108 acide f? 
LRU 00 1 + 288 a%cdefs | + Maicdefs | — 40 aïcd'e 
+ 240 ace: f3 —  56aef? — 1604cdef? | + 876 aÿc dei 
— 130 ace f? — 140 cf HAAacPef | —= ace 
— 160 ac d'efs | — 180uc'd'ef? | — 36 ace! — 168 a°cd5e’ 
— 280 aie d'éf? | + 42 ac def | — Bad fs? + 36 ae 
+33 a def — 216 ace TG | LG RAT 
— ace + 420 &cSd'ef? | — 60 at'eif on Daitre 
+ 2Aa'cdf* — 11204 ce; f || + 18 afdet Oo 
+ 360 a'cd'ef? + 1119 a$cd2e — 16abcdf5 | + 180 4Hicdef 
— 320 aicde if — 144 cdf? + 1l6abce:f4 | — 160 7%cefs 
+ 38 4a'cd'e + 1620 ac def | +. Bañb'cd'ef | — 130 475‘43f1 
— 108 aide f? — 1620 a*cd'e' —  Bañbcefr | + 60 ad fs 

96 ad°e° — 864acdtef | + 12abcfs + 60 a!3'deif? 
— I2ad'e + 876 acdiés — 16 c'deft | — 20 abc'ef* 
VE — 162 acd° Lu 80450265 f8.. | 280 ac af 
+ 2abefs | — 1624cde + 20 ab'edft | +  S0apcdef 
— 16a%c'f + Aa ef — 160 a°9 cd'e2f3| + 300 g'd'e*eif? 
+ Dabc'defi | —  Ga’b'cdef* | — 120 ar sn UT AT AR 
ODA —  Babeñfs | + Tab ce — 19 a Pcdef 
+ 804% d'efs | — Habceft | — 120 ab'diefs | — 108 ace 
— 160 00 def? |+ 90abécd'ft | — 56 abed f® | + Gabcf* 
Le DE — 1290 abicdefs | + 940 abcdie®f?| — 18 abfcdef* 
+ Sabre + GOabiceif? | — 1580 ab d'eif | + Tabief® 
— 280 aid ef — 1560 4°c°d'e? + 756 4? d’e5 — 44 abc’ef * 
+ 300 4°bidef? | + 810 a*c'd'e + 860 acaf" | + 332 ab'cd!f" 


TABLE: Y lŸ 


. {Suile du N° 17) 
— Covariant de 1“ ordre et de 13° degré —C 
[er 143 


œ 
: = qi y À 
L 9216ab'dÿf |— 162 10 | 
= 216 be? Las 4 (4 ca! on 420 he! (e2f3 | — 496 a 5 2#3 
nn  . See | DaPede 204 ah ce 
or a+ D es s4Àf 4 we €, ÊE 304 ab°d3 
Eanene es Bas | Mrpenrs Z onrers 
de cet |+ 1Aabcdfs |— “Cap — 320abcaft 
— A40abcdifs |L 368 ab 1320 a°4c°%d'e2f? + 860 ab'c'e* 
_— 9]60 a Bcd'ef? — 3 ab°c” eVEe —+- se abe @ if|— a Red 
CT DR TE one 
— « °C eÿ 5 : C 5e D'EEe An2 
FE auabee LL O4 aa nr nr | 7120 als Cr 
ES Le | RUES | 
2 ab 130 er er ME 5 (4 241f? l'E 4n A2 
M SE 2 
Fe a-bcidef? — à be |— 17 ; 
Fa ne AAA 1 0 re re PA Vue abc“ f* PE a af 
= Qa bc ef? + . FE a*bc°de rs - 
— Dombes Le NO apeBer SE “420 ae: eh [D Dapesps 
ne nee) LE Sion) LE 600 eme L' Soaners 
À Ga ef — BIO ab def | 600 abcid'e;f— 8240 ads 
TE 3360 Pc 243 VAI Us 3420 Abe _ a RES 3420 bc’ def RE 1120 Mar de 
— 168 bee | 4800 af: ue — HR actei "| 3360 Riu ae 
ES 1656 ap edf? |— 3510 ab! C : + 900 4cdief® | 4800 (0 se 2e°f2 
SE 3408 chef — 516 B cd°e aa 1280 bc: CE We 9520 abÿc' def 
À énapene | Asa, | I E So eme 
En 1008 a°%°%'ef A ns ef = _576 a’bc° F2 18 ab°c°4 efà 
DURS UT de 
En abcef> |— 40 ne 6120 bed'et | ce’ 
ne Re 
D 0 0 |: 
500 Dc°eif Éa 1280 ab cd AE 162 «ba f [824 50 acdiet 
Re 
x C° 293 FE ÿ ac? 3 (a bei 
Zee LE Be de POÈTE 10000 e 7 
ici abc d — 1656 a°cîde:f? ca?fs 
— 15060 a2bc37! af LL 2360 ab° cd ef Meta Fa TRE + 3408 Cap? 
+ 2800 a’bc°def trot “ Bei |+ 912 acid ep? 2156 ab Self 
+ 6624 a%cd'ef | 2800 ol + TD ad à 15000 vd" ep 
7) a”bcds Le ns 124 a°c“ = ab’cides 
go 2304. pote En ie ab d ESA 8020 aie ue de 1536 ab?c? de, 
—+ 486 a*bd°e — 1296 abc d Le 10100 a? Cid" ei 5 15220 ap°c: Na 
A 
M does? |— ef?|+ 14648 a°ci a al°c°dse 
D 
C° Le, 6 à , Er 5 2 71 99 Fa 2 
— 124 pa 1P2 3020 4b°c: cu 1e 10296 dc'd'e do 10080 abc ca F 
Cd? |+ 15220 4 + 3564 ace al°a e 
+ 46acder |+ 1180 TE MAN 1350 ae | 
ei ace no me ide |— 864 abic'af? Is 3480 bic‘def? 
M nr A ape | 10 apenps | + 2800 A 
(AG == 2 6 F De F: 
Fnae — daerr || Stan À T0 ee 
case L 1790 chtcôes 5h 7200 hier 


2940 ÿ Cds f? 


TABLE Vii 


(Suite du IN° 17) 


N. 17. — Covariant de 1° ordre et de 13° degré —C, 4 

| CORRE |) y 

| _— 

| 
— _56abc'def? | — 810 ab’ca0 — 1912abtcÿdf? |+ 1180 Dic2d'e2f 
+ 1824aûc'ef  |— 6420 d'cid'ef? || 3712 abicid'e?f | — 10300 2'c°déet 
+ 379% abc f? | + 9360 Dcidef | + 4920 ablcsd'ei |+ 3240 p'edef 
— 5808 abcid-ef | + 450 bicie” — 4168 abted°ef | + 600 bicdies 
+ 3240 abcide* + 10100 24c%dif? 1 — 16520 ab'cid'es |— 1290 DES 
— 4768 abcd'ef | — 19920 bc d'ef || + 1920 abt%47f |+ 900 4'd'e? 
— 6240 abc°de | — 10300 b‘cd'et || + 19440 abtedie |+ 876 bed RS 
+ 2608 abc‘dif + 4920 bic def | — 9540 abicd'e |+ 1224 pese? 
+ 12440 abcid'e? | — 10100 #c°die; || + 1620 ab'ca1 + 2052 Dc°d'ef? 
| — 8160 ape7'e — 34400 cdf || + 162acf3 + 2800 4'cdef 
+ 1620 abc?a° + 71004'cde || — 9ISac*def? |— 1900 Pc5es 
+ 162acef? — 750 ‘die | + 1956 actef + 2100 #c#dif? 
— MOacdf? |+ 36bc/ | + DMoacdf? |— 8540 Fcid*e 
— _ JOacde®f |+ 2988 Hcidef? | — 2952 actd'ef |— 10100 #°cd'eÀ 
— 1290 acfei — 2880 D'cfef || — 3440 ac'det — 6240 5°cdef 
+ 1920acdef | + 14688 cd? | 9608acd'ef | 23300 F°c°dies 
+ 8640 ac'd’e; — 22740 def | + 8160 ace  |+ 3640 bc°d'f 
— Ia PT + 600 2cdet | — T6acd'f  |— 8800 #°c*d'e? 
— 5340 ac'die — 16520 Fc‘d‘ef | — 960 acide? |— 750 bcdie 
+ 3100 ac°die + 23300 Zc{d3es | + 4260 ac'd'e + 450 D$cai0 
— 600 ac‘as + 8760 0%c"a$ff | — 720 ac ON IG2 DCE 

LE CUVIS ter: — 5200 20e? || — 2 bf° — 2304 b°c'def? 
mo 36 Den * — 5400 Scd'e |+  S34b'cef* — 1680 2°c'esf 
LOUP CE — 1500 Z°cd° nu OL DCR EN 1560 Pc 
+ 1S4/d'efs |— See? | + 252Fcdef* 7100 Z?c°det 
—  108Y#def? — 10296 #°c'd?f? | — 216Hceif? | 12440 E?cdief 
= MNT le + 10080 #'c'déf | + 3SDeaf" |— 5200 cd 
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Nore. Les autres covariants se trouveront aisément à l’aide de ceux-ci en 


ayant recours aux Jacobiens, p. 214. 
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Forme de 6° degré. 


1 N°1.—Covariant de ?* ordre, N° 2. — Covariant de 4° ordre 
et de 3 degré —C, ,; et de 2 degré—cC,,, 
+1 Got +1 aotsas LAMEUT +1 aoû | +2 4085 | + Got | +2 Giaç | + Gas 
—] ajag | — aja2a;|— ads | 
8 a,a.a; audits |—3 diese —4 aas | —6 aa | —9 aa: | —6 aa | —4 asas NT 
+3 a aa; —8 a asa; | +3 aja;a;s r,y)° ; 
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“ € E 
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+2 aiias| +2 aja,a; —2 a aas| +4 a asas\—2 a a;as\ +2 a a,as|+-2asa;a; 

2 É , » | 3 2 A | 
—— a +2 ads —3 403 |+6a,asa; —3 aa; |+2a,a; |— a, 
ET 1 —2 aas ira dyaade|— 2 a Gs| + Gaia 2 ayas |— as da, y) : 
— Gya?3 +2 aa, d4| +2 ape, as| —2 aa; | +2 aa.ag —2 auasas — 4546 
+2 UNTVETA =) aa? —2 aia?, —3 CRT +2 did; 
+4 dia, ai —2 dja2ag +4 4,4, a; 
— Ga | +2 aa — aa, 
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— 18 cac |— 18 aa,a,a; — 36 a,jaaas|— 18 aa,aa; — 18 a!,a,as E 
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— 12 ga 35 | — 54 aa,a |— 18 ajaas |— 54 aa;as | 12 a a 
— 27 a 10 — 32 a. — 18 aiaas |— Baña, |— 9 aa? Ÿ'Œ,U) 
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—]44 à a,a?, ! 
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24 a fa; 
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RATE e 

7 Go” 4:45 
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Nrracrve 
23 41424 1@6 
144 44:@5 
22 « 1424 @6 
24 & GEUAUTS 

4 Ai @? 

644.4 4;@; 
80 a a a 
32 414.84; 

1 414 a 
D4 a a 2@z 
22 PAU re 
54 da?a° 
— ]l6aafa 
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2 Air? 
21 4:44: 
CANAL PUT 
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M GE 
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+ 6aAaÿas 

DOI GE 

+ 64a'"asa as 
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N°7, — Covariant de“6° or: 


Le 


l++I++I ++) 


1 CAETEU 

3 Œotitotlc 
1 Go its 

2 lotidsts 
9 Gotz°@s 

9 ot 

17 Gotadalts 
14 Go? 

2 GANT 

6 aÿ4a@5 

2 n'Gas | 
6 ir @s 
4 Gta 


+ 
+ 


—- 


| 


2 doit | 
6 &Gûs 
2 lotaidilts | 
— 3 Li talle 
6 GiGats 
+ 36 TU Te 
— 98 Gitalss | 
+ 32 aa 
+ 2 Gi 
— 2 os 
6 als | 
+ 28 Gotlst; | 
— 926 CAES 
| + 4 aa 
+ 30 Gr 
— 20 44 


les A DE ec 


| +++) 


15 AAUETEU 

15 AUS on 
5 Attal; | — 

160 Gitaastr: | 
49 Gÿ@s 

15 aan | 
29 Aa Gr + 
10 Cotatale | — 


10 &otia? 
10 afaste 
30 ariGits 
40 Gi Gr 
60 Got 
40 UAUAUTS 


20 ain 
40 AUS 


N° 8. — Covariant de 10e on 


— ] oo; 
+2 Goitat 
+ 1 Gas 
+ 1 CATAE 
— 3 44 

+ 6 &iaats 
+ l'Aosts 
— 44; 
— 3 414 


2 o Astts 
— dGotitatta 
—]124utaû.? 
+ 24otitilts 
— 154 Ga 
4-30 Gitats 
— 1140" 46 
+ 18404 4r 
+ lat as 
+ 344 
—15 a 


+ 34 ils 
+l1244ia 2 
+ Catatsts 
— 1244454 
— 424454 
+844 ta 
+184 ts 
+194» 4 
— 4540 
— 3446 
— 244$ 
+ 34ÿ@ 
DE Jaazas 


+ Rata 


+ 16oitits| 
+3242:050%) 


mit 

+ data 
mA) Ua°Qs? 
— 240 ile 
+926 ten? 
(eu! CAES 
— 164 Gitite 
a 64 AUS 

+ CG 
304%: 
Taies 
+ 12ai1G5°4; 


— 64 a 0sûs 


14 AUAUAU 
14 Gûia 
42 aÿa:a; 
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70 Gotatias 
42 Gi@at? 
70 Gras x 
+112aa$a;, 
— 0 VAUT 
Le 28 a°43@6 
— Aa 


JE 
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Nos. Les autres covariants se tr 


ouveront à l 


2 de 4° desré —C,., 
+ 15 God | + 2 Ass | + 3 Got 
+ 5 Goal | — 2 Gas | — À At 
IS Aoti@s — 6 UAUAU TS + 2 CAEN 
+ 110 CATETAUR + 32 LAURE + 6 ait 
15 datuts | — 36 Gras — 5 tr'Ore 
— 45 CAT — 6 ris — ? aa: 
+ 25 TETE + D8 dass | — 6 ati@s 
+ 10 cs | — 32 aÿas ÉSE À G3@i@s a. 
60 auste | + 6 Gûite | — 1 Gosse? Ko, y) 
2x 40 CELA — 28 Asa | + 1 Gite? 
— 40 dass | + 26 aails | — 9 aiarae 
— 10 Gotoñsas | — 30 aa + 17 Gale 
nIO a este CT 20 tr: — Saÿa | 
— 30 Gta | — 2 Aya 
+ 2 Ge 

| — 4 al3 6 | 
pode 4Ydepré — C,.., 
+ 14 4420506 + 24146? — 3410206 —- 244:%? + 1 ati? 
— Liaasas | —1l6aamsto — nas | + de — R 45e 
+ Waits |— Basse — Cause +120 tte | — 1 050205 
Æ Saastus +184 |+ last — 2e — 1 tie 
— 0 Gras — Etats + ua | HIS | +3 dat 
— aus |+Aaÿas |—Sdañains |— 8003043 |— 6 45% 
+ TO |+ Data |—18inPas |+ 1000408 |— 1 Gate 
— 112 444; —264% 4% le Ousaias — 124406 + 44 asû 
+ Das |+64aaÿas |+8ané | Vaotas (+3 ads 
+ 29 UNE ES + 16404345) + BTATEUTE = 34206 
|— 42 Ut @s —64 ds 24 DAT. + 154,‘ 

= Cat — 3405 

à +308 |+ Jam 

— 1240414 

— 124 aÈts 

+644 


de ceux-ci en ayant recours aux Jacobiens page 250. 
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Battaglini G. Meccanica razionale. 2 vol. in-8&. Napoli 
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— Sulla ro di Le Jdine, in- 12. Napoli ; » 
— Sulla dipendenza equianarmonica, in-120, Napoli » 1 
— Sopra una questione di massimi e minimi, in-l2. 

Napoli : 3 : 3 : : : à À » 1 
— Sulle divisioni no. immaginarie, in-120. 

Napoli ' : » îl 
— Osservazioni intorno una tonne d'eléttrommetrd bifi- 

liare, in-120. Napoli. ; c » Î 
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— Involuzioni nei sistemi di seconda specie, in-120. 


Napoli . é » 1 50 


— Sulle forme binarie “ea Dr ones 2 tbdt ee 


tenenti ad una forma quadrata ternaria (nota 12) » l 

— » (nota 2*) ternaria quadratica » 1 
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— Forme binarie 1° e 2° grado . ; Ë , : » Îl 
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= » 3° e 49 grado. : ; : à » 1 
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Battaglini. Forme binarie biquadratiche . é À NÉ 
= » » in involuzione . ; » 
_ » cubiche . £ ; . ; M ) 
— Momenti geometrici di 1° grado . : : . D» 
— Sulla superficie di 2° grado . ; : : ; » 


— Note di Geometria . 5 ; x : . » 
— Proprietà delle linee di 2° grado : : : ; » 
— Questioni di geometria . ; : : : : » 
— Forme geometriche : ; : : : » 
— Forme geometriche (2* specie) , s ; ’ » 
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— Rette di secondo ordine . : © ; : » 
— Serie di curve d’indice qualunque : ; : » 
— Curva di terza classe e di 4 ordine . » 


Bellavitis G.Dellamateriae delle forze, in-4°. Vénezia 1859 » 
— Calcolo approssimativo delle integrali d’ordine su- 
«' periore. Venezia 1856 : . » 
— Relazioni di allineamento nei Du delle « curve al- 

gebriche, in-4. Venezia 1860 : : $ : » 

— Teoria delle probabilità . - : » 
— Sul movimento d’un liquido che discende in modo 
perfettamente simmetrico, in-4. Venezia 1845 . » 

— Soluzione algebrica delle equazioni, in-8° . » 
Benazzo. Il Canale sussidiario Cavour, in-&. Torino 1865 » 
Boidi. Il Vignola degli studenti, ossia lezioni di architet- 
tura civile e relativi disegni. Testo in-8° ed atlante 

di 63 tavole : » 

— Corso progressivo metodico- ragionato di disegao Æopo- 
grafico, corredato di tavole a differenti scale a penna 

ed a colori, ad uso degli Istituti tecnici e industriali, 

delle scuole degli ingegneri civili e militari, in-4°. 


Torino. 
Parte 12: 13 tavole a semplice matita ed a tratti 
con testo : , 5 s : » 
» 22: 8 tavole, colori e testo . . . » 
» 8 (Appendice): 11 tavole e testo ; » 
Opera completa . : : : . à : » 
Bombicci. Mineralogia. 2 vol. in-8, diviso in 3 parti. 
Bologna 1873 . : ; Ce) 
Borio G. Economia e stima, ins Torino 1873 . » 


Brioschi. Teorica dei determinanti, in-4°. Pavia 1854 » 


— Sulla resolvente di Malfatti per le equazioni di quinto. 


grado, in-4°. Roma 1864 . à ë » 
Calandrelli. Elementi d’Algebra. 2 L in-8o. UE » 
— Corso di matematiche pure. 2 vol. in-8&, Roma 1861 » 


Camurri. Tavole delle coordinate in funzioni delle tan- 
genti pel tracciamento delle curve circolari, in-8°- L. 
Canova e Del Riccio. Elementi di fisica matematica, 


in-8° ; » 
Cantalupi. Raccolta di Fa 0loe Dole, in-&. Milano 1867 » 
— Trattato di Agrimensura, in-8°. 1873 . : » 
— Trattato pratico di Architettura stradale. 2 vol. in-&. 
Milano 1871 : : » 


— JIstituzioni pratiche clenCn art su Tr Brie di costruire 
le fabbriche civili. 2 vol. in-8° gr. (con tavole). Mi- 
lano 1874 . . » 

— La scienza e la pratica per la oo delle D ce 
stabili, in-8°. Milano 1870 : ; » 

— Sulla costruzione delle strade in ghiaia della Lom= 
bardia, in-16°. Milano 1867 . , : à » 

Carlevaris. Chimica moderna. 3 vol. in-8e con tavole). 
Torino 1872 / : : À » 

— Polveri da guerra, in-8. ain 180 : ; » 
Casorati. Teoria delle funzioni di variabili complesse, 
in-8. Pavia 1868 ; : » 
Cavalieri S. Bertolo. Istituzioni d Architettura statica e 
idraulica. 2 vol. in-4 (con tavole) e ; : » 
Cavallero A. Atlante di macchine a vapore e ferrovie. 
1 vol. in-8°, con atlante . : ; » 
Chelini. Composizione geometrica dei Sistemni di rette di are 


e di punti, in-4. Bologna 1870 . 5 » 
— Teoria dei sistemi semplici di coordinate, in 4 gr. 
Bologna 1863 , . , , » 


Codazza prof. G. Nozioni teorico- -pratiche sul taglio delle 
pietre e sulle centine delle vôlte. 1 vol. in-8° (con 
ftavole). Torino . ; » 

Collalto. Geometria analitica a Haine e tre coordinate, in-8° » 

Gurioni. L’arte di fabbricare. 6 vol. in-8° {con tavole) » 

— Corso di Topografia, in-12° {con tavole). Torino 1874 » 
— Corso di Geometria pratica in-12° (con HU Torino 
1869... : » 
— Appendice all’ arte di Fa Diese, Tout. AG 2 vol. 
in-8°. Torino 1874 . : » 

Dell’Acqua Carlo. Norme De che per ben costruire ed 
applicare i parafulmini con tavole : . » 

Détroyat. Traité élémentaire d'Architecture navale. 1 vol. 
in-8& diviso in 3 parti. Parigi 1850 : . » 

Diedo Antonio. Fabbriche e disegni. 2 vol. in-8?, jepatl. 
Venezia 1846  . : : » 

Dorna. Tavola longipsometrica, in- 1-8, Torino 1870 ; » 


D'Ovidio. leoria generale delle curve di 2 ordine, in-89. 
Napoli 1869 . ; - ROUTCE 
— Note sui punti pianie rette ir in covrdinate omogenee, 
in-4°. Napoli 1870 . ; » 
Durelli F. G. La certosa di As TÉrT sà incisa, 
in folio. Milano 1863 : : » 
Elia. Tecnologia meccanica. Tom. à Pee 1873 . : » 
Enciclopedia chimica, diretta dal Prof. F. Selmi. Fasc. 1 
a 127. Caduno . ' » 
Fa di Bruno. Due ons ai Ho: de Alta ‘Analisi e 
d’Astronomia. Op. in-8. Torino 1872 . ; > » 
— Calcolo degli errori, in-8°. Torino 1868 : : » 
— Sunti di fisica e chimica pe’Licei, in-12. Torino 1871 » 
Fergola. Trattato analitico delle sezioni coniche, in-8. 
Napoli 1814 , : : » 
Ferrari. Meccanica razionale, in-8e, Napoli 1869 , » 
Fiedler. Geometria descrittiva, trad. Sagno e Padora, in-&. 
Firenze 1874, : » 
Fontebasso. Elementi della teoria dei déterminanti , 
in-8°. Treviso 1873 . : » 
Forti. Tavole dei logaritmi denumeri e ‘delle Tasionl 
iperboliche. 2 vol. in-18&. Torino 1870 À 4 » 
Frassi. Costruzione degli orologi solari, in-8°. Milano 1871 » 
Fubini. Resistenza dei materiali, in-&. Torino 1873. » 
Gilardini Gaspare. Sul moto delle acque nei tubi ed 
alla sortita delle bocche. 1 vol. in-8&. Milano : » 
Gill R. Lezioni elementari di macchine a vapore, in-8° » 
Giordano. Lettere cosmologiche. 2 vol. in-8.Torino 18% » 
Grosso. Meccanica celeste, part. I, in-8°. Napoli 1867  » 
Horatii (De). Nuovi elementi della scienza acustico-mu- 


sicale, in-12, Napoli 1865 : : » 
Huber. En di meccanica, trad. del Rerrini, “Res 
Milano 1866 : 6 » 


Lepetit R. Manuale del tintore, in- -16. nee 1875 » 
Letarouilly. Edifices de Rome Doi Tom, 1er in folio. 


Liége 1843 . ; 4 » 
— La Metropolitana ae iustratas in- 4. Firenze 
EP) à : à » 


Lodi F. Manuale pratico di un ad uso degli indu- 
striali, in-12°. Milano : : » 

— Studi pratici per disegnare le ombre nei disegni 
geometrici e di architettura : » 
Magnaghi. Strumenti a riflessione per misurare gli an- 
goli, in-8. Milano 18% . : ; » 
Mandoi. Algebra elementare, in-80. Napoli 1864 : » 


Marianini Stefano. Collezione delle memorie di fisica 
sperimentale . ; ; Le 
Martini. Complementi d'Algebra e geometria analitica, 
in-12,. Torino 1862 . : » 
Marzano. Considerazioni sul triangolo rettilineo, : in-8. 
Genova 1863 < : » 
Mazzocchi. Costruzioni in leeno, in- 12, con atlante i in-40. 
Milano 1874 : : : : : » 
Milani. Fisica. 2 vol. in-12. Man 1874 à ; : » 
Monnin. Traité de la charpente civile. 1 vol. in-4 (con 
tavole). 1828 : , ) » 
Moreno. Elementi di geometris, in-8°. Napoli 1875 : » 
Morselli. Prospettiva pratica, in-4°. Napoli 1871 : » 
Müller e Serra. L’eclisse solare del 22 dicembre 1870. 
Osservazioni eseguite in Terranova di Sicilia. in-4° 
grande : » 
Navone A. C. Passaggio SotomAtino attraverso lo stretto 
di Messina, in-8°. Torino 1870 : ; » 
Nazzani. Idraulica matematica e pratica. 3 0 in- ge (con 
tavole). Palermo 1875 ; ; : à » 
Novi Prof. G. Algebra superiore. Tom. fe in , à » 
Palladio A. Le fabbriche ed i disegni. 54 fASC MAR L 00 
— Studio elementare degli ordini di architettura, in-4°. 
Milano 1818 » à : » 
Palmieri. Lezioni di fisica no le e fisice terrestre, 
in-12. Napoli . : » 
Parrochetti A. Manuale di Hebnietris, in-&. Milano » 
Pegnoretti. Manuale pratico per l’estimazione dei lavori 
architettonici, stradali, idraulici e di fortificazione. 


2 vol. in-8& gr. Milano 1864 . . À ) 
Peri. Algebra e trigonometria, in-12. Firenze 1867 . » 
— Geometria analitica, in-120. Firenze 1867 . : » 
Petit. Architecture sels in folio, relié en toile. 
Paris 1856 . : » 


Pigorini. Le abitazioni pacustri di Fontanellato, “epoca del 
ferro, in-8° gr. 1865 c : » 
Plebani. Regolo calcolatorio e ce loedrituices 
in-8°. Torino 1868 . ë » 
Ponza S. Martino. lIstituzioni arclitetdire civile. 9 vol. 
in-&, legati. Torino 1836 : » 
Promis. Fabbriche moderne. 1 vol. in fol. Torino 1875 » 
Purgotti. Chimica applicata alla medicina e all’agricol- 
tura. 3 vol. in-8°. 1863 . 5 : L » 
Reale Dott. Dei piani quotati o a in-8. s » 
Romagnosi. Scienza delle costruzioni. 2 vol. in-8°. 1848 » 


Rubini. Calcolo infinitesimale. 2 vol. in-8&. Napoli . L. 
— Complemento d’Algebra, in-8. Napoli ; ; » 
— Complementi di geometria analitica, in-8°. PE 


1869 . » 


Santini. Tavole de’ logaritmi dal fino al 101 .000, in-8°. 
Padova 1869 : : : » 
Sasso. Napoli monumentale. 2 von in-do, Napoli 1858 » 
Sardi GC. Su talune serie ed or all’aritmetica, 
in-8°. Napoli 1870 . ï » 
Schiavoni. Principii di Geodesia.2 ut in- 120, Napoli 1863 » 
Secchi. Unità delle forze fisiche. 2 vol. in-12. Milano 18% » 
Seggiaro. Teoria degli archi HUE in-8°. Milano 
So © : D 
Sereni. Trattato di hit in-40 con tav. Roma 1853 » 
Serra M. Geometria piana e solida, in &, con atlante » 
Sobrero. Manuale di chimica applicata alle arti. 1850-18%. 
4 vol. in-120, 1870 . : » 
Stoppani. Purezza del mare e dell’ AMOSFerA, in- ge. Hans 
ESSOR : Ë : é » 

— Geologia. 3 vol. in- , Milano 1870 : : » 
Taccani. Storia dell’Architettura in Europa, in-&. 1855 » 
Tadolini.Architettura pratica dei molini,in-8. Milano 1835» 
Talotti G. B. Cubatura del volume delle vôlte, in-8?. 
Bologna 1871 . : » 

— Quadratura della superficie delle Vôlte, in-&. Bolognh 
18722 : à » 
Tirone. Disegno topograñco, Tube. Torino 1855 : » 
— Corso elementare di topografia e disegno topografco, 
in-8. Milano 1868 . ; » 
Todhunter. Complementi d'a PS in- 1-12. Napoli 1875 » 
— Calcolo differenziale ed integrale. 2 vol. in-8. 1875 » 
Torelli. Applicazioni della geometria all’industria, parte I, 
con tavole. Napoli 1869 . ; » 
Trudi N. Decomposizione delle funzioni fratte razionali, 
in-8& gr. Napoli 1864 ; ; : ë » 

— Teoria dei determinanti, in-&. Na tr : é » 
Turazza. Il moto dei sistemi rigidi, in-8. 1868 s » 
— Trattato d'idrometria, in-&. Padova 1868 . à » 
Venturoli. Elementi di meccanica e d’idraulica. 2 vol. 
in-8°., Milano 1863 . : ; ; 4 : ; » 


FINE. 


La 


be 


ere 


dt 


ee 


2 p Nol £ 
AMCR à 
LE 


= 


NTHREORTE DES FORMES BIN 


NS 


MASTER GARD 
ACE UP IN 
RONT SLOT 

OF S.R. PUNCH: 


UNIVERSITY OF ARIZ 
LIBRARY 


LA LEAMT 
« D) = . . 
(HE 


